











و 








1۴ 





¥ 





(I 


11 








وت فی ی اسر فكت أ بای 


إبراھیم بن صاخ العليان 
الأستاذ المساعد بقسم الرياضيات بكلية العلوم 
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جامعة الملك سعود» 57/8 ١ه‏ / ۲۰۰۷م 


فھرسة مکتبة ا ملك فهد الوطنية أثناء النشر 


مقدمة في البربحة الخطية / إبراهيم بن صاخ العليان - الرياض ؛ ١47/8‏ هم 
ER Ya TA‏ سم 
رديك : ١‏ = ۱0۷ 6ه = .045 
-١‏ البربحة الخطية ۲- البربحة ( رياضيات ) أ العنوان 


EAT VEN ٣١٥۹ ديوي ۷۲ء‎ 





IETS - ۹ رقم الإيداع‎ 
45:٠ - ۵0-۱0۷ -١ : ردمك‎ 


حکمت هذا الکتاب نة متخصصة :2 شكلها الب ۱ لعلمي با حامعة: 
وعد اطلاع المجلس على تقارير امحكمين» وافق على نشره في 


اجتماعه التاسع للعام الدراسي  ١571‏ /578١ه‏ المعقود 
تاريخ ؟/١/5578١ه‏ الموافق ۱/۲١‏ / ۲۰۰۷م. 
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سا النشر العلمي والمطابع ۸) ۹ہ 
رع 


ar 


إجداء 


أهدى هذا الکتاب إلى كل من والدی ووالدتی حفظهما اللہ ء واللدین كانا السبب 
الرئيسي بعد الله في غرس حب التعلم في نفسي منذ كنت صغيرا وكان دعمهما 


كما أهدي هذا الكتاب إلى زوجتي التي كانت خير سند لي خلال الفترة التي 





مقدمة 


ا حمد لله رب العالمين» والصلاة والسلام على أشرف ا مرسلینء نبينا محمد وعلى آله 
وصحبه أجمعين؛ وبعد: 

فقد نشأت فكرة تأليف هذا الكتاب أثناء قیامی بتدریس مقرر البرجة الخطية 
٦٤(‏ ريض) لطلاب الرياضيات في جامعة الملك سعود خلال الفترة من عام ١٤٢ھ‏ 
إلى عام ۱٤١٤۷‏ ھ. كانت البداية عبارة عن ملخص للمادة مستمد من عدة كتب عربية 
وأجنبية. بعد ذلك» تمت طباعة هذا اللخص وخرج على شكل مذكرة تم تحسينها 
وتعديلها خلال الفصول التي قمت فيها بتدریس هذا المقرر حتى خرج الكتاب في هذه 
السو 

يعتبر علم البريجة الخطية من العلوم الرياضية الحديثة التي نشأت في منتتصف 
القرن العشرين أثناء الحرب العالمية الثانية» وذلك عندما قام مجموعة من العلماء 
بدراسة بعض المسائل التي كانت تحتاجها وبشدة في ذلك الوقت القوات الجوية 
الأمريكية. كانت هذه المسائل تهتم بدراسة القيم العظمى والصغرى لدوال خطية. من 
بين جموعة العلماء هؤلاء؛ استطاع جورج دانتزج في عام ۷٣۱۹م‏ أن يوجد الصيغة 
العامة لمسائل البرجة الخطية » واستطاع حل هذه المسائل بتطوير طريقة السمبلكس ما 
أدى لحدوث ثورة في علم البرمجة الخطية. بعد ذلك تمت عدة دراسات لتطوير النظريات 
المتعلقة بمسائل البرمجة ا خطیة بشكل عام وطريقة السمبلکس بشكل خاص. وانتشر هذا 
العلم وانتقل الاهتمام به إلى المصانع التي دعمته بشكل كبيرء وتطور هذا العلم كثيرا 
ستل الک انل 


مقدمة في البر بحة الخطية 
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يتعرض هذا الكتاب لمبادئ البرمجة الخطية فهو يغطي مفهوم البریجة الخطية مع 
العديد من الأمثلة والمسائل. كما يوضح طريقة حل مسائل البرجة الخطية. ويفترض في 
القارئ أن يكون على إلام بمبادئ الجبر الخطي حتى يستطيع تتبع الكتاب بشكل جيد. 
ينقسم هذا الكتاب إلى تسعة فصول : وقي نهاية كل فصل يوجد العديد من التمارین 
التی تساعد القارئ على فهم الفصل بشكل أكثر عمقا. كما يحوي هذا الکتاب على 
العديد من الأمثلة ا حلولة. إضافة لذلك اعتمدت في تأليفي لهذا الكتاب على طريقة 
الشرح من خلال المثال ؛ فمثلا عند شرح مفهوم معين نبدأ بمثال ثم نقوم بتوضيح هذا 
المفمهوم عن طريق المثال. وقد استخدمت الترقيم المألوف في الكتب لكل من التعاريف 
والمبرهنات والأمثلة؛ فعندما نکتب تعريف (1,5): فهذا یعنی التعريف الثاني في 
الفصل الأولء ... وهكذا. 

ندم في الفصل الأول حة تاريخية عن نأ البرجة الخطية ٹم ثعطی تعريفا 
لسألة البرمجة الخطية مع إعطاء بعض الأمثلة عليهاء ثم نوضح كيفية صياغة مسائل 
البرمجة الخطية. في الفصل الثاني » نركز على طريقة حل مسائل البريجة الخطية باستخدام 
الرسم مع إعطاء بعض الأساسيات الهندسية المهمة. 

الفصلان الثالث والرابع يعدان من أهم الفصول إِذ نناقش فيهما طريقة جبرية 
لحل مسائل البرمجة ا خطیةء هذه الطريقة هي طريقة السمبلكس وتعد من الطرق 
المشهورة لحل مسائل البرجة الخطية. في البداية» نعطي مقدمة عن طريقة السمبلكس 
من خلال بعض التعاريف المهمة» ثم نبين فكرة طريقة السمبلكس وندرس الحالات 
التي قد تظهر معنا عند حل مسائل البریجة الخطية باستخدام طريقة السمبلکس. 

سی القصل اقاس وة ایی اا ت شر اسه 
لبذه الطريقة ثم يبين مدى أهميتها. ويقدم الفصل السادس مفهوم تحليل الحساسية 


مقرل ود 05 


والذي يعد من المواضيع المهمة في البریجة الخطية » حيث يبين هذا الفصل أهمية تحليل 
ا حساسیة والطريقة المستخدمة فى تحليل الحساسية. 

الفصل السابع يتعرض لفھوم الثنائية؛ وفيه نبين كيفية إیجاد المسألة المرافقة 
لسألة برمجة خطية » كما نوضح المعنى الاقتصادي للثنائية. بينما الفصل الثامن يعنى 
بنوعين خاصين من مسائل البرمجة ا خطیة وهما مسائل النقل ومسائل التوظیف ؛ حيث 
تتم دراسة كل نوع مع بيان الطريقة المتبعة في حله. وأخيرا فإن الفصل التاسع والأخير 
يتطرق لمسائل الشبكات» حيث يعطي بعض التعاریف الأساسية في الشبكات ثم 
يتطرق إلى مسألة المسار الأقصر ومسألة التدفق الأعظم» ويبين في كل مسألة الطريقة 

هذا ولا يفوتني أن أوجه الشكر إلى طلاب مقرر البرمجة الخطية في جامعة 
املك سعود: وكذلك زملائي في جامعة الملك سعود الذین ساهموا في إخراج هذا 
الكتاب لحيز الوجود. والذين كان لبهم دور كبير في كثير من التعديلات التى طرأت على 
مسودة هذا الكتاب خلال فترة تدريسي لهذا المقرر. 

والشكر موصول لمركز بحوث كلية العلوم على دعمه» حيث تم تأليف هذا 
الكتاب بدعم من مركز بحوث كلية العلوم برقم (31315/2005/09/8). 

وفي الختام آمل أن أكون قد وفقت في تقديم نبذة عن البریجة الخطية» وأن يجد 
هذا الكتاب الاستحسان والقبول لدى القارئ. كما أرحب بالآراء والنقد اليناء من 
الزملاء والطلاب فيما يتعلق بمادة الکتاب ؛ وأقدم شكري لكل من یرشدنی إلى 
مواضع النقص أو الخطأ وذلك على الايميل «مء.همطهتر)05صدنزامادخ. 

والله من وراء القصد. 
المؤلف 


الفصل الأول: البرمجة الخطية تعاريف وأمثلة 


00117 89 نحة تاريخية 29 ِِ َ ًَ0 - ص‎ )١,۱( 
تعريف البربحة الخطية ميرم ع و سو اي و و ا‎ )١,۲( 
ا‎ REESE 5505 مسائل بمكن حلها باستخدام البربحة الخطية‎ )١,۳( 
امقطية مم ممم عه مهم ع سم عدم عه عدو ع معو دوو ہس گل‎ E aa El ۱ع‎ 
VF SESERRA a مسالة اخ‎ 5 

N aa‏ ہے۔ OEE EOE ESE‏ ت۲ 

تمارين الفصل الأول ع و رص 1 ا 


الفصل الثابئ: حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام الرسم 


E GOERS EEE موده‎ ESE ساھگ‎ ES 
٣> 1 المجموعة احدبة وچچوچیھےپچھہو چس 0-0 اح لصوو سو‎ )٢,۱,۱( 
۳۹ سی پچ ”می ہی‎ HEEE المستوى الفوقي وابحسم المضلع‎ )٢,۱,۲( 
67127 ںہ 5 وو اك و و‎ a النقاط ا حدیة‎ )٢,۱,۳( 
٣ منطقة ا حل وا حل الأمثل 0 1210206 1 وو‎ )٢,۲( 
12 امهوه وجب جسووو 7ص2‎ EEE 0 ))2( رسم منطقة الحل‎ )۲,۳( 
eatin 7 حل مسائل البربحة الخطية باستخدام الرسم‎ )٢,٤( 
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ل مقدمة فى البرمحة النطية 


۲ O CC حالات خاصة سس سس ھت‎ )٢٥( 
1 تفر 31 ج٭ تے کل ومووس‪ںسچو عو وس‎ ٢ڈ‎ 
A عدم إمكانية ا حل ۸07 وعم عو و سن‎ )٢,٥,۲( 
المسائل غير محدودة ا حل مسٌووسصسصمصصستہصہوس-صوصچوضہی ات‎ )٢,٢٥۳( 

ثمارين الفصل الثان SOO EOD OO GOONS KED Cab‏ ک5 


الفصل الغالث: طريقة السمبلکس 


00011 الصيغة القياسية ..... #748[ ز ز ز‎ )",١١ 
E مويل التراجحات من النوع > " إلى معادلات ا یں‎ )۱ 

(۳,۱,۲) تحویل المتراححات من النوع ' < ' إلى معادلات عسسسسەیمس O‏ 
)٣,۱,۳(‏ خطوات تحويل مسألة البربحة ا خطیة إلى الصیغة القياسية سس ٦‏ 
)٣,۲(‏ المتغيرات الأساسية والحل الأساسي ............ 2001111 area‏ 
على a‏ مصصىووسٌوجوصیوُووسےوبسن بسمب:! الا 
تمارين الفصل الثالث 1 

الفصل الرابع : حالاات خاصة في طريقة السمبلكس 

419 وحود أكثر مخ حل 520 a Lasik‏ 
)٤,۲(‏ المسائل غير محدودة الحل .... ...ود ا کاو SESS‏ بدو ققد لبو ہی ۶۹۴ 
)٤,۳(‏ الحل غير المنتظم نموم بممصج‫ٌوپس 1[ ز 1 ز 1 ز121ذ1ز12 1 12121 1 1 1 1 [ 1 VY UES‏ 
)٤٤(‏ طريقة ۷۸ الكبيرة سوسم>فمب‌ مم دو|ووسسصسصسوومسی a‏ 
)5,5١‏ طريقة ا مر حلت وو ا اتا 
تمارين الفصل الرابع مو مج وسشسشسرجصمٗو‌پ 0 ًٗسوے و٣١‏ 


التو يات 


الفصل الخامس: طريقة السميلكس المعدلة 


1 بعض الصيغ المهمة 1بببب-7ب-ب-ب-1-ز001110‎ )5,١( 
۷2 طريقة السمبلكس المعدلة و بار وجوه اجر و ماح سسپپشررن‎ )( 
١ ١ 1 و یو او پا کو ا ور بل تا ود اھ لاو ا لق و‎ EO نمارین الفصل الخامس ا و ا و ات ا ل و او ا لوا بی و قانع‎ 


الفصل السادس: تحلیل ا حساسیة 


ولي a‏ گیل للساسية ورموس بده موس سس سه سس 6لا 
)٦,٢(‏ تحليل الحساسية باستخدام الرسم 1111 000100171711 
)٦,٢,۱(‏ تحليل تغير معاملات دالة اغدف على ا حل الأمثل سسسے۔ 88 

وا وی ليل ضر الظرف الاکن خلیٰ اخل الاش +« دم AN‏ 
)٦,٣(‏ طریقة السمبلکس باستخدام المصفوفات ومسسوصووو مہ نک 
۲۹ غيل اللساهية بادام للفو a‏ مس سس سس سس سس ۱۹۴ 
)5,5,١١‏ تغیر معاملات دالة الحدف لمتغير غير أساسى امت سس قا 
)٦,٤,۲(‏ تغير معاملاات دالة المدف لمتغير أساسي ۱ سسجت ع عت VA‏ 

)٦ 4,99‏ تغير الطرف الاين من القيود ... عیسوت سرت FEN‏ 

تمارين الفصل السادس -79ب9ذ11101199!9 1 1[ 212 12 1 1 0777 


۳۹۹ EERE إيجاد المسألة المرافقة سس وسووسمم سض‎ )۷,١( 
إيجاد المسألة المرافقة لمسألة طبيعية 070 سن پا‎ )۷,۱,۱( 
89838 وسسسمے‎ TOT ET CENE eh 


(۷,۲) المعين الاقتصادي لمسألة الثنائية OOO O OE‏ 


ل مقدمة في البربحة اخطیة 


(۷,۳) النظرية الأساسية للثنائية EET‏ ذا 
(۷,۳,۱) الصيغة الثنائية الضعیفة . 1< ز ز ز ز ز ز ز ز 0 
(۷,۳,۲) نظرية الثنائية 0+ مت مالس م Ph‏ 
,لم نظرية مممة المكملة و N SSE n‏ 

ثمارين الفصل السابع . عسوو ووو جص وو وجي عبد عو ٣٣× SES SPEER‏ 
الفصل الغامن : مسائل النقل والتوظيف 

(۸,۱) مسائل النقل سس 1[ [ز ز ز وو سم جپسوسس سب یہ ۳۰۶ 

ek باذ سال ی کین ا النقل ماس سس اہ‎ AY 

(۸,۱,۲) طريقة الرکن الشمالي الغربي . 9 ا موسي سس من E‏ 119 

5 stm طریقة السمبلكس حل مسألة النقل‎ )۸,٠,۳( 

(۸,۲) مسائل التوظيف ا 

E aies onion enone bananê الطريقة اطٰنغاریة‎ 6,5١١ 

تمارين الفصل الثامن پوت وپچھھیمیجنْی٭ص×ہ-سہسہسسومموٗوسسویسٹہییے۔۔ اذا 
الفصل التاسع: مسائل الشبكات 

83 تعاريق أساسية د e iS‏ 

ولي سال e‏ ار سد ع 
(۹,:۲:۱) طریقة دايجكسترا VAAN sss‏ 

(۹,۳) مسألة التدفق الأعظم EREN‏ 11 1 00071 
EE O OSS EET‏ مسو ب ا مع FER‏ 

تمارين الفصل التاسع سو ةي وو “پچ 1 
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رم (لزون 


Linear Programming: Definitions and Examples 


© خة تاريخية 

© تعريف البرمجة ا خطیة 

© مسائل یمکن حلها باستخدام البرجة ا خطیة 
© صياغة مسائل البرمجة الخطية 


فی هذا الفصل نعطی حة تاريخية عن نشأة البرجة ا خطیة وذلك من خلال التعريف 
بالعلم الذي تفرعت منه البرجة الخطية وهو علم بحوث العمليات. بعد ذلك نعرف 
البرمجة الخطية » ونذكر بعض الأمثلة التطبيقية عليها. وأخيراء نبين كيف يمكن صياغة 
الأمثلة التطبيقية كمسائل الإنتاج والتغذية على شكل مسائل بريجة خطية. 

 )١,۱(‏ عة تاريخية 

Historical Sight 

قدت ساعد كيف ة ظھ ور وت اة غلم البرچ ة الخطبية 

)inearProgrammingا)‏ وذلك من خلال إعطاء فكرة عن تطور علم بحوث العمليات 
)0perations Research)‏ والدی يعتير النواة التي تفرع منها علم البر مجة الخطية. 


٢‏ مقدمة في البربحة النطية 


ترجع آساسیات علم حوث الغمليات إلى عدة فرونء وإن كانت بذابة 
استخدامه ترجع إلى تيلور في عام ۱۸۸۵مء والذي یعتبر أول من استخدم التحليل 
العلمي لحساب بعض مشكلات الإنتاج. ثم تطور هذا العلم منذ ذلك الوقت : 
وخصوصا أثناء الحرب العالمية الثانية (۱۹۳۹-٥۵٣۱۹م).‏ ففي الفترة التی كانت الحرب 
العالمية الثانية مشتعلة» كان هناك العديد من المسائل العسكرية المعقدة والتى بحاجة 
ماسة إلى حلول. وكان من الصعب أن يتم إيحاد حلول لبذه المسائل عن طريق شخص 
واحد أو حتى عن طريق عدة أشخاص ف نفس التخصص. 

وللتغلب على هذه ال مشاکل » اجتمع عدد من العلماء من تخصصات مختلفة 
لحل هذه المسائل وذلك بالتعاون مع القوات المسلحة. وتعتبر بريطانيا من أوائل الدول 
التي كونت فریقا من العلماء في تخصصات مختلفة كالفيزياء والرياضيات والإحصاء 
والہندسة وعلم النفس لدراسة مشكلة الدفاع الجوي والأرضي. ثم تبعتها بعد ذلك 
عدة دول منها : كنداء والولايات المتحدة» وفرنسا. 

وقد قام العلماء بجھود جبارة أثمرت في تحسين أداء العمليات العسكرية 
المعقدةء فعلى سبيل المثال قام العلماء بتطوير الرادار» وساهموا فی تفعيل أجهزة 
مضادة للغو اصات. كما استطاعوا إدارة القوافل بشكل أكثر فاعلية. ولأن جميع 
المسائل التي ساهم فيها العلماء كانت عسكرية فقد أطلق على هذا العلم اسم " بحوث 
العمليات . 

بعد الحرب العالمية الثانية» استغل عدد كبير من العاملين فی مجال بحوث 
العمليات خبراتهم العلمية والعملية لحل المشكلات الإدارية في المؤسسات الصناعية 
والتجارية. بینما توجه بعض العلماء إلى الجامعات لتدريس بحوث العمليات والاستفادة 


من الدعم الذي يقدم للجامعات لتطوير هذا العلم. 


البرجمة الخطية: تعاريف وأمثلة ۳ 


وكأي علم ناشئ تفرع علم بحوث العمليات إلى عدة فروع منها علم البريجة 
الرياضية )Mathematical Programming)‏ والذي ينقسم إلى فرعين: برمجة خطية 
Programming)‏ inearا)‏ وبرمجة غير خطية (8«نتصصندءوهءظ inearاNon).‏ وتعتبر البرمجة 
الخطية من أهم فروع بحوث العمليات وأكثرها تطبيقا وهي حور حديثنا في هذا الكتاب. 
يقير عله البرجة الخطية (1:5) من العلوم الرياضية الحديثة التي نشأت في 
منتصف القرن العشرين. ففى عام ٥‏ مء قدم فان نيومان نموذجًا خطيا للاقتصاد 
المتطور وهو ما يعد من أهم الأعمال التي قدمت في مجال البرمجة الخطية. بعد ذلك قام 
ليونتيف بدراسة نموذج الدخل والإنفاق في الاقتصاد الأمريكي. وفي أثناء الحرب العالمية 
الثانية » قاح جموعة من العلماء بدراسة بعض المسائل التي كانت تحتاجها وبشدة فى 
ذلك الوقت القوات الجوية الأمریکیةء وكانت هذه المسائل تهتم بدراسة القيم العظمی 
والضغرى لدوال خطية. ولقد كان من بين جموعة العلماء عؤلاء» غالا استطاع أن 
يوجد الصيغة العامة لمسائل البرمجة ا خطیةء واستطاع حل هذه المسائل بتطوير طريقة 
السمبلكس مما أدى لحدوث ثورة في علم البرمجة الخطية» حدث ذلك في سنة ۷٣۱۹م‏ 
على يد العالم جورج دانتزج (عتعاصد©ا). 
ومنذ ذلك الحين» تمت عدة دراسات لتطوير النظريات المتعلقة بمسائل البرمجة 
الخطية بشكل عام وطريقة السمبلكس بشكل خاص. في البداية كانت الاستفادة من 
البر جة الخطية مقصورة على الشركات الكبيرة التي تستطيع أن تدعم البحوث التي 
يقوم بها العلماء في هذا العلم وكان في مقدمة هذه الشركات » شركات البترول التي 
استفادت من علم البرمجة الخطية في عملية الإنتاج. ثم تطور علم البرجة الخطية بشكل 
كبير من خلال دعم الشركات الكبيرة للعلماء المهتمين بهذا العلم. بعد ذلك أصبح 
باستطاعة الشركات الصغيرة أن تستفيد من علم البرمجة الخطية بشكل كبير. 


03 مقدمة في البر بحة الخطية 


)١,۲(‏ تعريف البرمجة الخطية 
Definition of Linear Programming‏ 

يعد علم البرمجة الخطية من الأدوات المهمة لحل مسائل الأمثلية ( 780100 نصنتامہ 
5)) حىث یعاحج بحث أفضل ربح أو أقل تكلفة في المسائل التي نحتوي على كميات 
حدودة من المصادر (کعدد العمال أو كمية المواد أو مساحة الأرض... إلخ). 

ويمكن تلخيص البرمجة الخطية بأنها مسألة تحدید القيمة العظمى أو الصغرى لدالة 
معينة تسمى دالة الہدف (111511011 56 ضمن جال معين يتم تحديده من خلال قيود 
)constraints(‏ على عدد منتهٍ من المتغيرات (721180165) بحیث تحقق دالة الہدف وكذلك 
القيود خواصا معينة سوف يتم توضيحها لاحقا. 

ويكثر استخدام البرجة اخطیة بشكل واسع قي حل المسائل العسكرية والاقتصادية 
والصناعية ؛ وذلك لأن معظم المسائل في الحقول المختلفة يمكن أن يعبر عنها کمسائل برجة 
خطية» أو يتم تقريبها إلى مسائل برمجة خطية. كما أن طرائق حل المسائل الخطية دقيقة 
ومتاحة. وأخيرًا فإنه یسھل تحليل ا حساسیة في حالة مسائل البرجة الخطية كما سوف نوضح 
ذلك في أبواب لاحقة. فيما يلي » نعطي تعريفا دقيقا للبريجة الخطیة ولكننا نحتاج في البداية أن 


Linear Function الدالة اخطية‎ :)١,١( تعريف‎ 


تكون الدالة غ1 ج ”18: کر حطية إذا حققت الشرطين التاليين : 
f (x+y)=f (x)+/ (y) vVx,y eR" .١‏ 
؟. f (ax) = af (x) VxeR",aeR‏ 
وبشكل عام فإن الدالة (ي ×,...,,×) گر تکون خطية إذا وإذا فقط وجد 
CE € E‏ محف : 


7۴7, سی‎ SPR FEISTY. 


البربحة الخطية: تعاریف و أمثلة - 


إذا كانت الدالة 7 شطية: رگازت 215 53 قان الشرط 8د ز ووت 7 
يسمى معادلة خطية (انلھداو٥‏ مةعهذا)ء في حين أن الشرط 8< (, × / 
EDS‏ برسي اتسين متراجحة خطية .(linear inequality)‏ 

اذ الذن مثالا فسا مسألة تر محة رياضية عامة ( mathematical programming‏ 


٥۳٥م)‏ ونقوم بتحديد دالة البدف وكذلك القيود من خلال هذا المثال. 


مثال )١,١١‏ 
لفقي اسا الال 
,3+ جرت 2 Maximizê‏ 
subject tO x, +X, > 6‏ 
4 .330+ 20 
لیا تو 
هذه المسألة ققل هسألة برجة رياضية وتسمى الدالة 38+ :29ت 2 دة 
اشلف )0bjective function)‏ وهى الدالة المطلوب إیجاد القيمة العظمى لباء 
والمتراجحتان 6> ,×+ × و 4> ,3+ ,×2 قيدان (568105ه00) وأخيرا يسمى 
الشرط 0 < وا شرط الإشازة restricti0n(‏ nعsi).‏ في الفصول التالية سوف ندخل 
شرط الإشارة ضمن القیود. لا 
٤‏ بعض ا حالات لا يكون شرط الإأشارة موجوداء أى أنه من الممكن للمتغی 
7 أن با شڈ أى قيمة مو جبة؛ سالية أو صفرء وق هذه الحالة يكون هذا المتغير عير 
حدد الإ شارة (51811 .)unrestricted in‏ إذا كان × غير محدد الإشارة فإننا نستطیع 
كتابة × بالصورة التالية : =x x‏ ڑا خت 0< ×, >. 


بعد هذه المقدمة» نورد الآن تعريفا لمسألة البرمجة الخطية. 


٦‏ مقدمة في البربحة الخطیة 
تعریف 25 مسألة البر جے الخطية Linear Programming Problem‏ 


( البرجعة ا خطية ھی محاولة إیجاد القيمة العظمى (أو الصغرى‎ LS 
بالإضافة لذلك فإن أي متغير لابد أن يكون غير سالب أو غير محدد الإشارة.‎ 


بناء على تعريف (۱۲)ء فإن المسألة في المثال (۱۰۱) هي مسألة بررجة خطية. 
وبشکل عام فإنه من الممكن كتابة الصيغة العامة لمسألة البرجة الخطية التی تتکون من 
1 من ال متغیرات و 71 من القیود با لشکا التالى : 

MAR SON, FOR TER, 
<b 


م “7را 


St. aX, FAX; +٤ 


E انو وک‎ a RD 


لاگ esen,‏ 
حيث ۸ € رعو ,ره لكل #....,[ - رنڈ ...باے 1. ويمكن كتابة هذه 
المسألة بالصورة المختصرة : 
max z - ©“ x‏ 
s.t. Axsb‏ 
221 


حيث ا لہ «beR”‏ و A4‏ عبارة عن مصفوفة من النوع XH‏ قي 
بعض ا حالات قد تکون المسألة مسألة قيمة صغرى "«ف"" بدلا من كونها مسألة قيمة 
عظمى "112" ٤‏ گھا أن بعص القيود قد تكون بالصورة 2Þ,‏ ہر aX) Toc FAA‏ أو 


REEF, =b 


البريمة الخطیة: تعاريف وأمثلة N‏ 


(۳,) مسائل یمکن حلها باستخدام البرمجة الخطية 
Problem situations to which LP Methods Apply‏ 
هناك العديد من المسائل التطبيقية التى يمكن حلها باستخدام البرجة الخطية. 
ومن المفيد أن نتعرف على عینة من هذه المسائل. في هذا الفصل نعطي بعض الأمثلة 
على مسائل يمكن صياغتها على شكل مسائل برمجة خطية كمسائل الإنتاج وتقليل 
التکلفةء وغيرها. 


1 — مسألة الإنتاج A Product-Mix Problem‏ 
يتتخصص مصنع أثاث بإنتاج الكراسي والطاولات ويلك المصنع كمية محدودة 
من المصادر اللازمة لإنتاجها. يرغب المصنع في معرفة الكمية التي ينبغي إنتاجھا من كل 

نوع لکی بحقق أكبر ربح مکن .(maximum profits)‏ 

A Cost-Minimization Problem مسألة تقليل العكلفة‎ ٢ 
تود إدارة الخدمات فی إحدى المؤسسات تأمين وجبة غذائية تتكون من‎ 
۸ نوعين من الفواکەء موز وتفاح. كل نوع يحتوي على كمية محدودة من فيتامين‎ 
وكمية محدودة من فیتامین ©. وترغب الإدارة في أن تحتوي الوجبة على كمية معينة‎ 
من كل نوع من الفيتامينين بحیث تكون التكلفة أقل ما يمكن.‎ 
An Advertising-Budget Problem مسألة ميزانية الإعلانات‎ ۴۳ 
متلك شر كة مبلقًا معيئا ترغب في توظيفه في الإعلانات للسنة القادمة.‎ 
وهناك عدة وسائل إعلام يكن للشركة أن تعلن فيها کال جرائد: والمذياع,‎ 
والتلفاز. وتهتم الشركة يعدد الزبائن» ونوعية الزبائن (ربات بیوتء طلاب‎ 
جامعة » مدرسين» موظفين). كل طريقة من طرائق الإعلان تستطيع أن تصل إلى‎ 


مقدمة ف الم ممة النطة 


شريحة معينة من الناس وعدد محدود. السؤال هو: كيف تستطيع الشركة أن تقسم 
الیزانیة المخصصة للإعلان على وسائل الإعلام بحيث تصل إلى أكبر عدد ممکن 
مرخ الشرعة أو الشرائح التي ترغب الشركة الوصول إليها باستخدام وسائل إعلام 
متعددة ؟ 
٤‏ - مسألة النقل A Transportation Problem‏ 
متلك شركة مخزنين للبضائع وترغب في توزيعها على ثلاثة عملاء. تحسب 
تكلفة نقل البضائع حسب بعد العميل عن المخزن. وتبحث الشركة عن أفضل 
طريقة لنقل البضائع بحيث تكون تكلفة النقل أقل ما يمكن. 
ه- مسألة التوظيف (أو التعيين) An Assignment Problem‏ 
يعمل أربعة محررین في إحدى ال جلات لعدد محدود من الساعات كل شهر, 
ولدى رئيس التحریر أربعة مقالات يرغب في تحريرهاء علمًا أن كل محرر يستطيع 
أن حرر أي مقال. يدفع رئيس التحرير مبلغا ثابتاً لکل محرر عن كل ساعة یقضیھا 
في التحرير» ويختلف هذا المبلغ حسب ا حرر وحسب نوعية المقال. المطلوب تحديد 
محرر لكل مقال بحیث تكون التكلفة أقل ما يمكن. 
)١,٤(‏ صياغة مسائل البرمجة الخطية 
Formulation of LP Problems‏ 
نورد تحت هذا العنوان عددا من المسائل التطبيقية التى كثيرًا ما ترد في 
حياتنا اليومية أو في بعض التطبيقات الصناعية ونقوم بتحويل هذه المسائل إلى 
مسائل برجة خطية يسهل حلها باستخدام بعض الطرائق التی سوف نتطرق إليها 


ف أبواب قادمة. 


الم جمة الخملية: تعار يف و أمثلة ۹ 


لكي نقوم بصياغة المسائل التطبيقية على شكل مسائل برمجة خطية یلزم 
القيام بالخطوات الثلاث التالية : 
-١‏ تحديد متغيرات القرار (decision variables)‏ 
؟- تحديد دالة البدف وكتابتها كدالة خطية في متغيرات القرار. وهذه الدالة 
هي التي نبحث عن أكبر قيمة أو أصغر قيمة لها. 
متغيرات القرار. 
سوف نوم بتوصيح هله الخطوات الثلاث عن طريق صےاعة عدد من مسائل 
البرمجة الخطية والتى نبدؤها با مثال الثالى : 


مغال )١,۲(‏ 
تقوم مطبعة بطباعة نوعين من الكتب هما: كتب البرمجة ا خطیة » وكتب البرمجة 
غير الخطية. تكلفة الورق لكتاب البرمجة ا لخطیة ۳ ريالات ولكتاب البرمجة غير الخطية ٤‏ 
ريالات. يستهلك كتاب البریجة الخطية كميه من الحبر تكلفتها ۸ ریالات ؛ ويستهلك 
کتاب الب رجة غير ا خطیة ٠١‏ ريالات من ا بر ربح اَی آلقاب الأول 81۰ ربالا 
ومن الكتاب الثاني ۲٢‏ ریالاً ء وتملك المطبعة كمية من الورق بقيمة ٠٠١‏ ريال وكمية 
من الخبر بقيمة ٤٠١‏ ريال. تهدق المطبعة لتحقيق أكبر كمية ربح ممكنة عن طريق تحدید 
عدد الکتب الأمثل من كل نوع. أوجد صياغة مناسبة لبذه المسألة كمسألة برجة خطية. 


ا حل 


الطريقة المنطقية للتفكير فی هذا السؤال تكمن في قراءة متأنية للمعطيات. لنراجع 
المعطيات المطروحة فی هذا السؤال. هناك نوعان من الكتب تقوم المطبعة بطباعتهما ؛ 


و١‏ مقدمة ف البرجمة المخطية 


کتب البريجة الخطية ويربح المصنع من كل واحدٍ منها ٠١‏ ريالاً ؛ وكتب البريجة غير 
الخطية يربح المصنع من كل واحدٍ منها ۲٢‏ ريالا. 
هناك مصدران مهمان لطباعة الکتب : المصدر الأول الورق؛ والمصدر الثاني 
الخبر. وتملك المطبعة كمية محدودة من هذين المصدرين. في حالة استخدام معظم هذين 
الصدرین لطباعة کتب البرجة ال خطیةء نجد أن هذا سوف يحد من قدرة المطبعة على 
طباعة كتب البرجة غير الخطية. وبالمثل لو استخدمت معظم هذه المصادر لطباعة كتب 
البرمجة غير الخطية فإن هذا سوف يقلل الكمية المطبوعة من كتب البرمجة الخطية. 
الخطوة الأولى لصياغة هذه المسألة هي التفكير في البدف الذي يسعى إليه صانع 
القرار في المطبعة. فمن الواضح أن صانع القرار يهدف إلى الحصول على أعلى كمية 
ربح من بيعه للكتابين. 
بعد أن أخذنا صورة إجمالية عن المسألة السابقة نستطيع الآن صياغتها على 
شكال سا ةة وذلك غن طريق تحديد متغيرات الشرار: ثم دالة الہدف 
والقيود كدوال خطية في متغيرات القرار. 
متغيرات القرار Decision Variables‏ 
عند صياغة أي مسألة برمجة خطية فإنه يلزم في البداية وصف متغيرات القرار 
7ر دقيا. من الواضح أن المطلوب في هذه المسألة تحقيق أكبر كمية تمكنة من الربح. 
ولتحقيق ذلك ينبغي تحدید عدد الکتب التي يجب إنتاجها من كل نوع ؛ لذلك نقوم 
بتعریف متغيرات القرار *,,* كما يلى : 
عدد كتب الب رمجة الخطية 
عدد کتب البرمجة غير الخطية سح .× 


2 
|| 


البر بحة الخطية: تعاريف وأمثلة 0 


ملاحظة 

عند وصفنا لمتغيرات القرار» لا معنى لقولنا إن ,× هي کتب البرمجة ال خطیة ؛ 
وذلك لأن ,× فى هذا المثال تحدد عدد الكتب وليس الکتب ہذاتھا. 
دالة اغدف Objective Function‏ ) 

نبحث الآن عن البدف الذي تسعى إليه المطبعة» وهو تحقيق أكبر ربح نمكن. في 
هذا المثال نعرف دالة الہدف 2 بأنها الريح الإجمالي(201م 0:81:) الذي تحصل عليه 
المطبعة من الكتب المباعة. ولأن المطبعة تربح في كل كتاب من كتب البرمجة الخطية مبلغ 
٠‏ ريالا» وعدد كتب البريجة الخطية هو ,× فيكون ربح المطبعة من کتب البرجة 
الخطية المطبوعة ,×20 ؛ بینما تربح المطبعة من کتب البريخة غير الخطية ,258 : إذا 
الربح الإجمالي لمبیعات الكتب سوف يكون عبارة عن مجموع أرباح كتب البرجة 
ا ر گت آل غلاعے اة وجات على 5ك قاندالة البنف تاخذ الشكل 
الغالى :: 

' الربح الإجمالي للكتب المباعة ,+25 + ,20 -: 2 

وبما أن المطلوب هو زيادة الربح الإجمالي ء إِذا المطلوب إیجاد أكبر قيمة ممکنة 

لدالة البدف وبذلك تكون المسألة مسألة قيمة عظمى. أي أن المطلوب إيجاد : 
20x, + 25x‏ = 01372 

Constraints القيوذ‎ 


هناك نوعان من القيود تواجههما المطبعة ويمثلان حدا على الربح الإجمالي 
للمطبعة : القيد الأول قن الورق: والقيد الثاني كمية الخبر. 


١‏ مقدمة في البرحة المنطية 


القيد الأول: ثمن الورق 

نعلم من خلال المسألة أن ٹمن الورق لا یکن أن يزيد عن ۲٠٢‏ ريال. وبما أن 
كتاب البرجة الخطية يكلف ٣‏ ريالات من الورق» إذا تكلفة الورق لكتب البرمجة 
الخطية تساوي ,*3. أما تكلفة الورق لكتب البررمجة غير خطية فإنها تساوی ر×4 ؛ 
لان كتاب البرجة غير الخطية يكلف ٤‏ ريالات من الورق. إِذَا التكلفة الإجمالية للورق 
تساوى +4 + :35 . وحیث أن التكلفة الإجمالية لا يمكن أن تتعدى ثمن الورق الذي 
نتلكه المطبعة ؛ لذا فإنه يمكن صياغة القيد الأول بالشكل التالی : 


التكلفة الإجمالية للورق  "‏ 200 > ر×4+ ,×3 


القيد الغائ: من احبر 

نعلم أن ثمن الحبر الذي يمكن استخدامه للتصوير لا يمكن أن يزيد عن مبلغ 
E‏ ريال. ولان تكلفة الحبر للكتب من النوع الأول تساوي عددها مضرويا في قيمة 
التكلفة للكتاب الواحد ؛ اذا قيمة الحبر المستهلكة في الكتب من النوع الأول تساوي 
8x,‏ وبالنسبة للكتب من النوع الثاني فإن قيمة الحبر تساوي ,*10. إِذَا الشرط الثاني 
ا 

التكلفة الإجمالية للحبر" ‏ 400 > ر×10+ ,×8 
هناك قيد ثالث وهو أن عدد الکتب لابد أن یکون غير سالب» أى أن : 
ا 

A Formal Statement of the Model الصيغة النهائية‎ 

الآن أصبحت جميع العطیات زا تة لگتارے الصيقة امان # لسالة 
البرجة الخطية » والتي نستطيع تلخيصها كالتالى : 


الربح الإجمالي د23 د عرل 3 حم جرورم 


عدد كتب البريجة الخطية ‏ =× 
عدد كتب البرىجة غير الخطية ك ث8 
to‏ 01ا5 
اكه الات ررق" 2300 جلف+ عه 
" التكلفة الإجمالية للحبر" 400> ر×10+ ,×8 


Das با‎ 


أو باختصار: 
اذل + ,200 Max 2 i=‏ 
FARS 0‏ 30 5.1 
Sx, +10۴, > 0‏ 


els =U‏ ع 


تحت العنوانين التاليين نقوم بدراسة بعض النماذج الخاصة والتى يمكن محویلھا 
إلى مسائل برمجة خطية بطريقة مشابهة للمثال السابق. 


)١,5,١(‏ مسالة الإنتاج 

Production Problem 
في هذا النوع من المسائل » يقوم مصنع بإنتاج 1 من الأصناف ؛ ويحتاج المصنع‎ 

إلى 10 من المصادر. كل صنف من المنتجات يحتاج إلى كمية معينة من هذه املصادرء 
كما أن كمية المصادر ا متاحة محدودة. يهدف المصنع إلى تحقیق أكبر ربح بمكن. المثال 
التالى عبارة عن مسألة إنتاج. 


١ 5‏ مقدمة ق البر بحة الخطیة 


)١,7( مثال‎ 

ينتج مصنع خشب نوعین من الطاولات ؛ يتطلب إنتاج طاولة واحدة من النوع 
الأول ٤‏ ساعات عمل و ٥‏ كجم من ا خشب ويتطلب إنتاج طاولة من النوع الثاني ٦‏ 
ساعات عمل و ۳ كجم من الخشب. أوجد الصياغة المناسبة لہذہ المسألة على شكل 
الةو ض2 خلا إذا علمت أن الأرباح العائدة من هذين النوعين هي ۷ و ۸ 
ريالات على التوالي وأن إمكانات المصنع هي ١١١‏ ساعة عمل أسبوعيا و ٠٠١‏ كجم 
من الخشب » ويريد المصنع تحقيق أكبر كمية ممكنة من الأرباح. 


الحل 
في هذا المثال نهدف للحصول على أكبر كمية ممكنة من الربح في الأسبوع. وعليه 
فهذه المسألة عبارة عن تسا قہمة عظمی وج الخطوة الأولى لصیاغة هذه المسألة 
عدد الطاولات المنتجة أسبوعيا من النوع الأول <: ,× 


عدد الطاولات المنتجة أسبوعيا من النوع الثاني -: م 


أن المصنع يربح ,×7 ريالا من النوع الأول و *8 ريالا من النوع الثاني. ومن كم 
تكون دالة البدف ف هذه الحالة : 


ربح امصنع الأسبوعن من الطاولات المياعة و 1 2 


نبحث الآن القيود المفروضة على دالة البدف من حيث عدد ساعات العما 
وكمية الخشب. بالنسبة لعدد ساعات العمل ؛ نجد أن الطاولة الأولى تحتاج إلى ٤‏ 


# 


ساعات؛ بينما تحتاج الطاولة الثانية إلى ٦‏ ساعات عمل. إِذَا الجموع الکلی لعدد 


الب عة الخطية: تعار يقب و أمثلة 3 ١‏ 


ساعات العمل هو ر ×6 + ,×4 ساعة. ولأن عدد ساعات العمل الممكنة خلال أسبوع 
يساوي 120 » إِذا القيد الأول على ساعات العمل يصبح 
'عدد ساعات العمل أسبوعيا" ‏ 120 > ر×6 + ,×4 


أما من حيث كمية الحشب» فنجد أن الطاولة الأولى تحتاج إلى ٥‏ كجم من 
ای بينما تحتاج الطاولة الثانية إلى ۳ كجم من الخشب. إِذا كمية الخشب الكلية 
تساوی ,*3+ ,×5 كجم. ولأن كمية الخشب المتاحة 100 کجم: إِذا القيد الثاني 
يمكن كتابته بالصورة التالية : 


كمبة المواد الأولية 0 > و3 + 5x,‏ 


من الواضح أن عدد الطاولات لا يمكن أن يكون سالباء ومن ثم فإن : 
ال 
فتکون الصيغة النهائية لے و 
7 وس و MAX‏ 
S120‏ + هك 8۲ 
0 > ,3۴+ ,×5 


0 ؤ7 


)١,٤٤(‏ مسألة التغذية 
Diet Problem‏ 


١5‏ مقدمة ف البرجحة الخطیۃ 


كل فيتامين (12 من أنواع الفيتامينات)» ويرغب أن تكون تكلفة الوجبة أقل ما يمكن. 
المثال التالي یوضح كيفية صياغة مسائل التغذیة : 

)١,٤١١( مثال‎ 

اتا مخ فغامینات 102 © بف وفنا تلا أنواع من الأغذية ا متاحة وهى 
تفاح ع ومور؛ وتمر. یحتوي كل نوع من هذه الأغذية على جميع أنواع الفیتامینات ؛ 
ويوضح الجدول )١,١(‏ كمية الفيتامين بالجرام الموجودة في ١‏ كجم من كل نوع» 


الأغذية. 


جدول (۱,۱). 





ما هي كمية الطعام التي يكن للمريض تناولہا بحيث تكون تكلفتها أقل ما 
يمكن ؟ أوجد الصيغة الرياضية لبذه المسألة. 


ا حل 
قد تبدو هذه المسألة من الوهلة الأولى مختلفة تماما عن المسائل السابقةء ولکن 
الواقع أن الفكرة واحدة. في هذه المسألة كان السؤال عن التكلفة والمطلوب تقليل هذه 


البر بحة الخطية: تعاریف وأمثلة تھ 


التكلفة ؛ إذا المسألة هنا عبارة عن مسألة قيمة صغرى "010 ". نعرف فى البداية 
متغيرات القرار على النحو التالى : 
كمية التفاح بالكيلوجرام <: ,× 
كمية الموز بالكيلوجرام = ر× 
كمية التمر بالكيلوجرام 


بس 
1 


بعد ذلك نقوم بتعريف دالة البدف وھی عبارة عن التكلفة الإ جمالیة للفاكهة: 
ونلاحظ هنا أن تكلفة التفاح تساوي ,×5 » وتكلفة الموز ر×4 › أما تكلفة التمر فهي 
:83. إذَا التكلفة الإجمالية ھی : 

2 کے‎ FAC FES, 

وبا أن الكمية الواجب وجودها من فیتامین ۸ هي ٠۰‏ جرام على الأقل ؛ 
وة قلا الفيتامين في التفاح هي ,×5 وق الموز ,×2 وف التمر ×10 ؛ فيصبح 
الشرط على فيتامين ۸: 

006:0[ 2خ + پک 
وبالمثل يكون الشرط على فيتامين © : 
I: FOF FIA‏ 
وآخیرا فإن الشرط على فيتامين 2 يمكن صياغته بالشکل التالي : 
EE E 20‏ عند 
من الواضح أن جميع الكميات غير سالبة» إد:٠‏ 
نا سی موی جا 


وتصبح الصيغة النهائية للمسألة : 


۱۸ مقدمة في البرجمة ا خطیۃة 


Mi 2 )کے‎ FAR, FOR, 

FAS FIR, 20‏ کے نت 
HO 23‏ 
ل2 2 و SAR‏ 


1 Bl =U 


الواقع أن هناك العديد من المسائل الأخرى والتى يمكن تحويلها إلى مسائل برمجة 
خطية. فعلى سبيل الخال عقا اة النقل )the transportation problem)‏ وهناك 
انعا سال التوظيف (01061611 35518511126016 طا). هذه المسائل سوف نتطرق إليها 


بشكل أكثر عمقا فی الفصل الثامن من هذا الكتاب. 


الہ ىة النطة: تعار یف ؛ أمغلة 15 
یچ 5 7 أو 


مارین الفصل الأول 
(1,۱) جن غل مسائل البرععة الرياطبة التالية خطیة أم لا. مع ذكر السبب. 


2 
Max 2 =X FAX, 


51 وير ا‎ S2 


أ 
RFA, SS‏ 
EU.‏ ٹڈ 
و2 + Max Z =X,‏ 
U “8۵80 9-۵32 8‏ 
XxX, + 481013۸ > 3‏ 
U‏ وی ا 
رت2 ۴ے 32ت 2 53336 
س RESA‏ .5.1 


0-۲4 3 

TFs 20‏ 
(۲,) تستورد مصفاة بترول نوعين من الزيت ا حخامء أحدهما خفيف وسعره 5 
دولارًا للبرميل والآخر ثقيل وسعره ٠۰‏ دولارا للبرميل. تنتج هذه المصفاة غازولین: 
المصفاة مع إحدى الجهات لتزويدها بكمية ٠٠٠,٠٠٠‏ برميل من الغازولين و 
ف وو و رہ برميل من الزيت و "٠٠.٠٠٠‏ برميل من البنزين. تود المصفاة معرفة كمية 
مناسبة لبذه المسألة على شكل مسالة پر خطية. 


۲ مقدمة ق البرجمة الا هة 





( يقوم محل عصير بإنتاج ثلاثة أنواع من العصير: عصير برتقال» وعصير تفاح : 
وعصير ليمون. يحتاج صنع كأس من عصير البرتقال إلى ٠.‏ كجم من البرتقال 
وملعقتي سكرء بينما یحتاج صنع كأس من عصير التفاح إلى ٠.٤‏ كجم من التفاح و 
ملعقة سكرء وأخيرا یحتاج صنع كأس من عصير الليمون إلى ٠,۲‏ كجم من الليمون و 
٤‏ ملاعق سكر. يقوم ا حل يوميًا بشراء ٠١‏ كجم من البرتقالء و١١‏ كجم من التفاح : 
و۸ كجم من اللیمونء وكيس سكر يحتوي على ٥٠٤‏ ملعقة. كما أن صاحب لمحل لا 
يرغب في إنتاج أكثر من لاسا سد کس سرت اوک اھ ا ق الما 
كمسألة برمجة خطية » إذا علمت أن ربح ا حل من كأس عصير البرتقال ٤‏ ريالات» 
ومن عصير التفاح ٥‏ ريالات» ومن عصير الليمون ” ريالات. ويهدف المحل إلى تحقيق 
اکر کڈ ربس گا 


(1.4) يقوم مصنع بإنتاج ٣‏ انواع من السیارات. كل سيارة تحتاج إلى كمية معينة من 
المواد الخام وعدد ساعات محدد كل أسبوع وفقا للجدول .)١,7(‏ 


CF ۳٣ جدول‎ 
| 0 
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البريحة الخطية: تعاریف وأمثلة 1 


إذا علمت أن المصنع يملك ما قيمته ٠٠٠١.٠٠١‏ من المواد الخام ويمكنه العمل ٠١٠١‏ 
ساعة أسبوعيا. فأوجد صياغة مناسبة لہذہ المسألة بحیث يكون مجموع الربح الصافي 


)٠.٥(‏ يقوم أحد المخابز بإنتاج نوعين من الخبزء شرائح ومفرود. يحتاج رغيف 
الشرائح إلى ٠٠١‏ جرام من الطحين و ٠.١‏ من العمال لكل ساعة؛ ويحتاج رغيف 
المغرود على ۲٠٢‏ جرام من الطحين و ٠,۲‏ من العمال لكل ساعة. فإذا كان لدى المخبز 
۰ كجم من الطحين»ء و ٠٠١‏ عامل لكل ساعة في الیومء وكانت أرباح المخبز في 
رغیف الشرائح ٠,۳‏ من الريالات وقي رغيف المفرود .٠,٤‏ أوجد صياغة مناسبة 
للمسألة السابقة كمسألة بريجة خطية إذا علمت أن المخبز يبحث عن أكبر ربح مکن. 


)١1(‏ تقوم مؤسسة كيميائية بإنتاج نوعين من المواد الكيميائية السائلة ۸ و 8. يكلف 
إنتاج لتر من المادة 4 مبلغ ” ريالات ويكلف إنتاج لتر من المادة 8 مبلغ ۵ ريالات. في 
كل أسبوع ترغب المؤسسة إنتاج ١‏ لترات على الأقل هن المادة ۸ و ۷ رات صلی 
الأقل من المادة 8. إنتاج هذه المواد الكيميائية يحتاج إلى مادة أولیةء يملك منها المصنع 
4 جرام. محتاح المادة ۸ إلى 4 جرامات من المادة الاولة؛ و محتاج المادة 8 إلى ٦‏ 
جرامات من المادة الأولية. کم لترا من المواد 4 و 8 ينبغى للمؤسسة أن تقوم بإنتاجه 
بحيث تكون تكلفته أقل ما يمكن وبحيث تستخدم المؤسسة جميع ما لديها من المادة 
الأولبة؟ آوجت صساقة مناسية كيذه المسألة. 


(۷) يلزم محمد دفع ۱١‏ جراما من الذهب و ۱۸ جراما من الفضة شهريًا مقابل شقة 
الذهب والفضة. كل يوم يقضيه محمد في المنجم الأول يجد فيه جرامين من الذهب و 


۲ مقدمة فى البر بحة النطية 
جرامين من الفضة. وقي كل يوم يقضيه محمد في المنجم الثاني فإنه یجد جراما واحدا من 
الڈسہ تو ۳ے اقات من الا أوجند صيقة اة تبذه الال فيك رقش مسد 


رشن ران 


حل مسائل البرمجة الخطبة باستخدام الرسم 
Graphical Method for Solving LP‏ 


© أساسيات هندسية 

٭ منطقة الحل والحل الأمثل 

© رسم منطقة اخل )٤2(‏ 

© حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام الرسم 


© الات خاصة 


في الفصل الأول ألقينا الضوء على بعض الأمثلة لمسائل تطبيقية يكن صياغتها 
كمسائل برمجة خطية. الخطوة التالية بعد أن حصلنا على مسألة برجة خطية» أن نقوه 
خل هذه المسألة لإجاد القيمة العظمى إذا كانت المسألة مسالة قيمة غعظمی "'×ھ"'؛ 
أو القیمة النصغری إذا كانت المسالة مسالة قيمة صغری 'طلتف"', 

في هذا الفصل نبين كيف يمكن استخدام الرسم لإيجاد حل لمسألة البرمجة الخطية. 
في البداية » نقوم بدراسة بعض الخواص الہندسیة للمجموعات ثم نبين كيف يمكن 
استخداع هلله اقواص لحل مسائل البرقة الخطية والش توي على متفیرین خلا 
هندسيا. لحل هذه المسائل باستخدام الرسم يلزمنا عمل الخطوتين التاليتين : 

-١‏ تحديد منطقة الحل وال تحقق جميع القيود. 


٢‏ احاد ا حل الأمثل من بان جھیع النقاط لمو جحو دة 2 منطقة الحل. 


0 


٤‏ مقدمة فى الب بحة الشخطية 


كما يمكننا من خلال الرسم تحديد ما إذا کان هناك حل للمسألة أم لا؟ وهل 
هذا الحل محدود؟ وهل الحل وحيد؟ 

الواقع أن حل المسائل باستخدام الرسم ليس الطريقة المثلى لحل الأمثلة 
التطبيقية » والسبب أن معظم الأمثلة التطبيقية تحتوي على أكثر من متغيرين. ولكن 
تفيد طريقة الرسم کثیرا في إعطاء فكرة واضحة عن طريقة حل المسألة ال خطیة : وتجعل 
من السهل على القارئ فهم الطريقة الجبرية التي سوف نتحدث عنها في الفصل الثالث. 


(۱ أساسيات هندسية 


Geometric Principles 


تحت هذا العنوان نتطرق لبعض المفاهيم البندسية المهمة» حيث نبدأ بتعریف 
المجموعة ا حدبة ونبين بعض خواصها مع إعطاء بعض الأمثلة على المجموعات المحدبة. 
ثم نعطي تعريفا لكل من المستوى الفوقي وا جسم المضلع ونبين علاقة هذه المفاهيم 
بقیود مسألة البرمجة الخطية. وأخيرًاء نبين معنى النقاط الحدية والتى تلعب دورًا مهما في 
حل مسائل البرجة الخطية. 
(9,١,5؟)امجموعة‏ امحدبة 


Convex Set 


امحدبة» والتى سوف تكون لہا أهمية كبرى في حل مسائل البرمجة الخطية. 


تعريف (١,؟):‏ امجموعة امحدبة Convex Set‏ 

تكون المجموعة 8 محدبة إذا حققت الشرط التالى : 

لكل نقطتين موجودتين في 8 » فإن القطعة المستقيمة الواصلة بينهما تقع كليا 
في 8 ء أي أنه : 

[0,1]ء eS,  »‏ +<×(ہ-1) :85ء ۲× 9 

نأخذ الآن مثالا لبعض ا نجموعات ونحدد ما إذا كانت ا جموعة محدبة أم غير محدبة. 
مثال )٢,۱(‏ 

في الشكل (۲۰۱)ء ا جموعتان (٥)ء‏ و (ط) محدبتان ؛ وذلك لأن أي قطعة 


و(4) غير محدبتين. (لماذا ؟) لا 


کی الى ا میں الى او ہیں او عن ان كفي الى ان ال ای ای کے کی ی 
ار ل اول و الو الى الول ور 


| اق یں ا یں یں یں رايم . ا ۳ ار اس . 





)",١( شکل‎ 


في بعض الکتب يرمز للقطعة المستقيمة الواصلة بين التقطيتين 8ء ,× 


بالرمز [۷,×]. والتي تعرف كالتالي : 


[x,y]= )۷|۷ .رو +×(ت-1):‎ ae [0,1]. 


۲٦‏ مقدمة ف البر بحة الخطية 


المبرهنة التالیة تعطینا طريقة سهلة للحصول على مجموعات حدبة من جموعات 
آخری. 
مبرهنة :)٢,۱(‏ امجموعة اعدبة Convex Set‏ 

اذا كانت "18 ح :8,,8 مجموعتين محدبتين: وكان ® 6 ۾ ء فان المجموعات 
التالية جميعها محدبة : 
3 ات KS, ={X:x=kKs, sS‏ 


1- رگج ود رشاع ۶+ ىع 1:5 - SS,‏ 
S, 118, ۳‏ 


البرهان 
برهان الأجزاء الثلاثة يأتى مباشرة من تعريف الجموعة الحدبة »)۲,١(‏ وهو 


(۲,۱,۲) المستوى الفوقي والمجسم المضلع 
Hyperplane and Polyhedron‏ 
بعك السشق الفوقي (hyperplane)‏ أحد أنواع اہو غجنات المحدبة» ويعتبر 
تعميما لمفهوم المستقيم (1126) في الفضاء الثنائي 8 والمستوى (1326م) في الفضاء 
الثلاثي *18. حتى نقوم بتعريف المستوى الفوقی ؛ نعطي في البداية تعريف المتعدد 
اخطی „(linear variety)‏ 


Linear Variety المتعدد اخطی‎ :)٢,۲٢( تعريف‎ 


تكون ا جموعة "® > [ متعددًا حطيا إذا كان لكل 67 ,ىا فإن: 
8ع ۸ , لآ ,0زم -1) + A,‏ 


حل مسائل البر حة الخطية باستخدام الر سج ۷ 


يتضح من تعریف ا متعدد الخطي أن الفرق الوحید بينه وبين ا جموعة ا حدبة أن 
المتعدد الخطي يحتوي على ال مستقیم الواصل بين أي نقطتین بینما تحتوي ا جموعة ا حدبة 
على القطعة المستقيمة الواصلة بين أي نقطتین. فمثلا ء في الفضاء الثلاثي 8 ء نجد أن 
المتعددات الخطية غير الخالية ھی : النقاط » والمستقیمات : والمستوى الثنائي» وكذلك 
کامل الفضاء ٭18. 

نستطيع الآن أن نتكلم عن بعد الفضاء (012615101) للمتعدد ا خطی ما ویرمز 
له بالرمز ( ”ل . فعلی سبيل المثال: النقطة هي متعدد خطي ذو بعد يساوي صفرا. 
أما المستقيم فهو متعدد خطي ذو بعد يساوي واحدا. وبشكل عام فإننا نستطيع تحدید 
بعد المتعدد الخطی بتحريكه بحیث يحتوي على نقطة الأصل ثم تحديد بعد المجموعة 
النامحة والتی تعتبر فضاء جزئيا )subspace(‏ من 7 ( يكون ا فضاء اا سہۃ R”‏ 
إذا كان لكل r eR‏ راك تاوق ùli‏ / ج12 ” + 23 ). الآن وبعد هذه المقدمة عن 


المتعدد الخطى نقوم بتعريف المستوى الفوقي. 


تعريف (,؟7): المستوى الفوقی عصهامءم1]2 
يعرف للستوى افون 8 فق 8 پان مد خط ذو بعد يشاري #1 .آي 


اھ ل 
أ 
را حص 


[- ور = ( )صنل 


وبشكل عام فإن المستوى الفوقی هو أكبر متعدد خطي فعلي في ”.بعد أن 
اتضحت الصورة البندسية للمستوى الفوقي › تحرف الآن المستوی الموقى من الناحية 
اخبرية. 


TA 


مقدمة في البربحة النطية 
مبرهنة )٢,۲(‏ 
إذا کان ۳ ع2( وکان ٤‏ ء فان : 


={xeR" :ax=c}‏ 7ز 
عبارة عن مستوى فوقي في "1 . 


البرهان 
لق EH‏ رو جا 52 أن رع أو و اذ =c‏ (.٭×(7,-1)+ (Ax‏ 89 
لكل & ٤‏ ۸. وبناء عليه فان E A HAE, EF‏ 4 . من هنا نستنتج 


أن 57 تمثل متعددا خطیا. نعرف الآن المجموعة ۸44 لتكون ا جموعة الناتجة عن تحريك 


2 عقدار ع أى أن : 
i Kab}‏ -ج۔ ¥— M =H‏ 
لک ,× -× = ل » إذا نستطيع كتابة 4 بالصورة : 
}0= و ٹج : M ={yER"‏ 


: ادا : لستنتح أن‎ .a 
dım(M ( - ہر‎ —| 


ومن ثم فإن 1- ۸=( )صنل » أي أن 577 مستوى فوقی في "71. [] 


مبرقنة (۲,۳) 


إذا كانت 7ر مسٹوئ فو قا فان پوجد 7 0۶2۶ء وثابت ۹ء 


2ع ع: "لاج )٤‏ - لت 


حل مسائل البر لخت اة باستخدام الر عو ۹ ۲ 


البرهان 

لتکن 7 > ؛× ء ولتكن 1 المجموعة الناتجة من تحريك 7 بمقدار ×- أى 
أن ,× - 7# = 34 . من البرهان السابق أثبتنا أن 1- ۸= ( 74)تذل . لیکن ۶0 8 
متجها عموديا على 1 . واضح أن (0 > × '8: ”18 € <) = 34 . لنعرف ,× '8 - م ؛ 
ولتكن آ5 > و ء في هذه الحالة نجد أن ۸7ء ,ا - ر×ء أي أن 0= ,× لو- ر× 8 
وهذا يقتضي أن ©- ,5 '8. 

إذا أي عتصر 7ء ×ء لا بد أن يحقق فو "ا اذا 


كر ہے اع - ج :a‏ "۷ے جا ے H‏ 


ولآن آ5 فضاء فوقىء إِذا 7-1 - ( )12 ؛ ومن البرهان السابق نجد أن 
dim) (= -[‏ وهذا يعنى أن 14 - 27 . 0 


بربط المبرهنتين (۲,۲) و (۲.۳)ء نجد أن المستوى الفوقی هو مجموعة حل معادلة 
خطية على الصورة =٤‏ × '8. نستخدم الآن المستوى الفوقي لبناء نوع آخر من 
اجموعات ا حدبة وهى نصف الفضاء المغلق. 


Closed Half Spaces نصف الفضاء المغلق‎ :)٢,۳( تعريف‎ 


لستكن ٭۶61, 0۶8687 ولتكن =e}‏ ٭و: "1ج +2 27 
مستوى فوقيا» نعرف نصف الفضاء الغلی ا موحب , 27 والسالب _ 11 
كالتالي : 

إ<× ثج: "18ج عا - 7ز 


H _ - ع ع‎ 1" :a × > ( 


8 1 ہت : الم ىة ۱ خطية 


واضح أن المجموعتين _ 1 ,, 57 محدبتان تقاطعهما 7 ء واتحادهما الفضاء 
. الآن نعرف متعدد السطوح وانجسم المضلع واللذين يعتمد تعريفهما على أنصاف 
المضاءات المغلقة. 


تعريف (5,؟): متعدد السطوح Polytope‏ 
يعرف متعدد السطوح بأنه تقاطع لعدد منته من أنصاف الفضاءات 
المغلقة. 


إذا کان متعدد السطوح حدودا (2060ناوط) فإنه يسمى مجسما مضلعا كما يبين 
التعريف التالى : 


تعريف :)٢,۵(‏ اجسم المضلع Polyhedron‏ 
يعرف الجسم المضلع بأنه تقاطع محدود لعدد منته من أنصاف 
الفضاءات المغلقة. أو بصورة أخرى الجسم المضلع هو متعدد سطوح محدود. 


)٢,۱,۳(‏ النقاط الحدية 
Corner Points‏ 
في دراستنا للبرمجة الخطية» هناك نقاط معينة فی المجموعة ا حدبة لہا أهمية بالغة 
في تحديد حل مسألة البرمجة ا خطیةء هذه النقاط هي التفاط ا حدیے .(corner points)‏ 
فيما يلي نعطي تعریفا للنقاط الحدية. 


حل مسائل البرجمة الخطية بپاستخدام الر سم 1 
تعریف :)٢,٦(‏ النقاط ا حدیة Corner Points‏ 


لأى مجموعة محدبة 8ء تکون النقطة ٤8‏ 8 نقطة حدية إذا حققت 
الشرط : 

لأي قطعة مستقيمة تقع كليا داخل 5 وتحوي النقطة 8» فإن النقطة 
8 طرف لبذه القطعة المستقيمة. 


أى أن النقطة 8 © 8 تكون نقطة حدية للمجموعة 8ء إذا كان من المستحيل 


إيجاد نقطتين مختلفتين 8 © ,5و ,8 » وقيمة 1> ي >0ء بحيث رك( -1)+ ,4$ = 8. 


۲٣,۴ ال‎ 

في الشكل (۲,۲) (3) النقاط 2 ,© ,8 ,۸ تمثل نقاطا حدیةء بینما النقطة ۴ 
ليست نقطة حدية لأن ۴ تقع على القطعة المستقیمة ۸8 والنقطة ۴ ليست طرفا لبذه 
القطعة المستقيمة. بینما فی شكل (6): نجد أن النقاط الحدية ھی حدود الدائرة. لا 


A و‎ 
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5 أو فر‎ ٠ a 
لن س اس ل ا الها مس ملا مامالا مہ د‎ 


D C 
(a) (b) 
)۲,۲( شکل‎ 
ملاحظة‎ 
لأي مسألة برجة خطية ب 7 من المتغيرات؛ فإن النقاط الحدية تنتج عن تقاطع‎ 
من القيود على الاقل.‎ # 


۹ مقدمة في البرمة الخطية 


)٢,۲(‏ منطقة الحل والحل الأمثل 
Feasible Region and Optimal 070‏ 
حتى نقوم بحل مسألة برمجة خطية يلزمنا في البداية أن نحدد النقاط التي تحقق 
جميع القيود ثم ختار أفضل قيمة لتكون حلا للمسألة. فيما يلي نعطي تعريفا لہذہ 


) 20 ( Feasible Region J تعريف (۲,۷): منطقة‎ 


تعرف منطقة ا حل (52) في مسألة البرجة الخطية بأنها مجموعة النقاط 
التي تحقق جمیع القيود. 


منطقة الحل قد لا تحتوي على أي نقطةء أي أنه من الممكن أن تكون ‏ - (5. 
وق هذه الحالة لا يوجد أي نقطة تحقق جميع القيود. 

المثال التالي يعطى فكرة مبسطة عن منطقة الحل من خلال تحديد ما إذا كانت 
نقطة معطاة داخل منطقة الحل أم لا. أما تحديد منطقة الحل تحديدًا دقيقا فتتم مناقشته في 
فصول تال 


مثال (۲,۳) 
لنأخذ مسألة البرمجة الخطية التالية : 


حل مسائل البر حة المنطية باستخدام الر سم ۳ 


max 2 =X, +X, 

و کا لو و 56 
4 یت ہو 
لاج î‏ 


ا ہر 
في هذه المسألة نجد أن النقطة (1,1) » تحقق جمیع القيود الأربعة ؛ لذا فهي تقع 
داخل 2؟. بينما لا تحقق النقطة (3,4) القيد الأول؛ فهي تقع خارج 2). O‏ 
يكون هذا الحل موجودًا داخل منطقة الحل. نطلق على هذا ا حل اسم امحل الأمشل 
(501118400 ima1ا0p).‏ ويمكن تعريفه كالتالى : 
تعريف :)٢,۸(‏ الحل الأمثل Optimal Solution‏ 
يعرف الحل الأمثل لمسألة البريجة الخطية في حالة مسألة القيمة العظمى 
"123" بأنه أحد نقاط منطقة ا حل بحيث تکون دالة الہدف عند هذه النقطة 
أكبر ما يمكن. وفي حالة مسألة القيمة الصغرى "0" ء يعرف الحل الأمثل 
بأنة أحد نقاط منطقة ا حل بحيث تكون دالة الہدف عند هذه النقطة أصغر ما 


معظم مسائل البرمجة الخطية لہا حل أمثلي وحيد. لکن في بعض الأحيان قد 


يكون للمسألة أكثر من حل» أو قد لا يوجد للمسألة حل أمثل. كما أن الحل الأمثل في 
بعض الحالات قد لا يكون ودا 


1-7 مقدمة في البربحة الخطية 


))2 رسم منطقة اخل ر‎ )۲,۳( 
Plotting the Feasible Region 


إن أي مسألة برمجة خطية بمتغيرين يمكن حلها باستخدام الرسم. في هذا الفصل 
نبين كيفية رسم منطقة الحل لمسألة بریجة خطية. نلاحظ أن النقطة (×,,×) تنتمى إلى 
منطقة الحل إذا كانت هذه النقطة تحقق جميع القيود. إذا عند قيامنا برسم منطقة الحل 
حتاج أن نرسم جميع القيود ثم تكون منطقة الحل هي منطقة تقاطع القيود. في الثال 
التالي نقوم برسم قيد واحد وهو عبارة عن متراجحة خطية. 


مثال 5١‏ ,؟) 

لنفرض أنه لدینا القيد التالی : 

37, +470 2 ۱ 

ونريد إیجاد قيم (ر م ×) التي تحقق هذه المتراجحة. فى البداية نقوم برسم٭ اط 
المستقيم 12= ×4 + ,32 :7 > ودلك بتحديد نقطتين تقعان على الخط المستقيم. في 
البداية نقوم بوضع 0= × فنحصل على 4> ,× وهي نقطة تقاطع المستقيم مع محور 
,. إذا المستقيم يمر بالنقطة (4,0). ثم بعد ذلك نضع 0= ,× فنحصل على تقاطع 
المستقيم مع ا حور ,× ونجد أن المستقيم یر بالنقطة (0,3). ۲ 


في الشكل (۲۰۴) قمنا برسم المستقيم 2 . هذا المستقيم يقسم المستوى إلى 
ثلاث مجموعات : 


81ث د دك + ,31 لوعي ح4 
= 12= ر×4 + ,×3 :ر × »)1= ,4 
ا FEF,‏ 0ک او = .4ر 


حل مسائل الب بىة الخطية باستخحدام الر ەسم ه۳ 





ا 
شکل ۳٢‏ . بخ 


من الواضح أنه إذا كانت المنطقة ,4 تقع تحت المستقيم ب » فإن المنطقة و4 
سوف تقع فوق المستقيم. أما لو كانت ,4 تقع فوق المستقيم ب » فإن ر4 سوف تقع 
تحت المستقيم. ولتحديد أي المنطقتين تقع أعلى المستقيم وأيها تقع أسفله؛ نقوم 
بالتعويض بأي نقطة لا تقع على الخط المستقيم » ولتكن النقطة (0,0).وبما أن النقطة 
(0,0) تحقق المتراجحة 12> ,4 + ,×3 ء إِذَا المنطقة ,4 هي المنطقة التي تقع أسفل 
المستقيم. وعليه فإن حل المتراجحة يمثل المستقيم به مع المنطقة الواقعة أسفل 
المستقيم» أي أن حل المتراجحة هو المنطقة 42لا ,4. لا 

ف المثال السابق بينا كيفية تحديد منطقة الحل إذا كان القيد عبارة عن متراجحة 
خطية. ولكن بشكل عام نجد أن القيود المحددة لمنطقة الحل تمثل مجموعة من المعادلات 
أو المتراجحات الخطية وكذلك شرط الإشارة. ولكى نقوم بتحديد منطقة الحل علينا أن 
نوجد المنطقة التی تحدد كل قيد ثم نأخذ تقاطع هذه المناطق. 


۳٦‏ مقدمة في البربحة النصية 


الرسم. 
مثال (5,؟) 
أي منطقة الحل للقيود التالية : 
4x, +185 > 6‏ 
6 و 30 26 
لا 
لا :¥ 
لحل 
حتى نحدد منطقة الحل ليل المسالة شی أن نوجد جميع النقاط و ا 
حقق جميع القيود. واضح من الشرطين الأخيرين 0< ,× و0< ر× أن منطقة الحل 
لابد أن تكون في الربع الأيوquadrant)d‏ . لهذا قمنا بوضع سهم متجه نحو 
احددۃة بالمتر ا جحٹن 6 يو ×18+ ,×4 و 6> ,+3 + ,22 › نقوم برسم المستقيمين : 
4x, ۴ 15۸۴۰ -6‏ :7 
3226 23م :تر 
لرسم المستقيم ت » ند أن المستقيم يمر بالنقطتين (9,0) و (0,2). ولأن النقطة 
(0,0) تحقق المتراجحة 36 > ×18+ ,×4 ء إا 36> ر×18+ ,×4 تمثل ال ط 
المستقيم 4 مع المنطقة الواقعة تحته. ولذا تم وضع سهم على المستقيم به متجه نحو 
الأسفل ليبين اتجاه المنطمة الذي دة المتراجحة. وبالنسبة للمستقيم الثاني 9 شيل أنه 
يمر النقطتین (3,0) و (0,2) » كما أن النقطة (0,0) تحقوالمتراجحة 


حل مسائل البربحة اخطیة باستخدام الرسم ۷ 


6 > ,3+ ,28 » وعليه فالمتراجحة 6 > ×3+ ,×2 تمثل المستقيم و والمنطقة 
الواقعة تحته. ولذا تم وضع سهم على المستقيم 27 متجه نحو الأسفل ليبين اتجاه المنطقة 
الذى تحدده المتراجحة. بعد ذلك حدد نقطة اتضاطع وذلك بحل معادلتي المستقيمين 


فدات نقطة التقاطع هي النقطة (0,2). 





وچ | 5 ٦‏ ا |05 


شكل 8 ,۷) 
في الشكل (٤.۲)ء‏ تم رسم المستقيمين به و :د ومن ثم تحديد المنطقة 
المحدودة بالمستقيمات الأربعة. فی هذه الحالة تكون منطقة الحل عبارة عن المثلث الذي 
رؤوسه (00(:)0:2(,)3,:0). 
برهان. 
نظرية (۲۱) 


7 منطقة ا حل فى أى مسألة برمجة خطية هى منطقة محدبة. 
٢‏ منطقة ا حل فی أى مسألة برمجة خطیة لہا عدد منته من النقاط الحدية. 


ل مقدمة في البرمحة الخطية 
)٢,٤(‏ حل مسائل البرمجة ا خطیة باستخدام الرسم 
Graphical Method for Solving LP‏ 

بعد تحديد منطقة الحل لمسألة ال لبرمجة الخطية » نقوم بالبحث عن نقطة أو 
جموعة نقاط تكون عندها دالة الہدف أفضل ما يمكن ( أكبر ما کن ف حالة مسألة 
القيمة العظمى "1137" وأقل ما يمكن في حالة مسألة القيمة الصغرى "1١"‏ "). لإيجاد 
الحل الأمثل نقوم برسم مستقيم بحيث تكون جميع يع النقاط الواقعة على هذا المستقيم 
لہا نمس قيمة 2 4 آئی المستقيم © - 2 حيث © عدد ثابت. يسمى هذا ال مستقيم مستقیم 
الربح (1106 10156م150) فى حالة مسألة القيمة العظمى "113" ويسمى مستقیم التكامة 
(٥صنا‏ 1506051) في حالة مسألة القيمة الصغرى "1111" . 

لكي تحدد ا حل الأمثل في مسألة القيمة العظمى › نقوم بتحريك مستقيم الربح 
نحو الا تجاه الذي يزيد من قيمة دالة الہدف. حتی نصل إلى النقطة أو مجموعة النقاط 
التي بخرج عندها مستقيم الربح من منطقة الحل. وتكون هذه النقطة أو مجموعة النقا 
هي الحل الأمثل. وبطريقة مشابهة» فإننا في حالة مسألة القيمة الصغرى نقوم بتحريك 
مستقيم التكلفة في الا جاہ الذي يقلل من قيمة دالة الہدف حتى نصل إلى النقطة أو 
جموعة النقاط التي يخرج عندها مستقيم التكلفة من منطقة الحل. وتكون هذه النقطة 


0-6 کن ایا داخل منطقة ۳ وذلك لإيجاد ا حل الأمثل لمسألة البرحة 
قال 3" ۲۷ 


أوجد باستخدام الرسم حل المسألة التالية : 


8 
ہے 


سانا الہ جا اة باستتحدام الى سم اکا 
سےا 7 7 ۱ 0 


MAX 2 =3 رہ‎ 


8: ا‎ 2 2 SO 
و‎ E 
لان رت‎ 
وخ‎ 0 


ا حخل 
واضح من الشرطين الأخيرين 0خ ,د و 0 = ,#» أن متطقة الحل لابد أن 
تكون في الربع الأول. الآن نقوم برسم منطقة ا حل ا محدودة بالمستقيمات التالية : 
اک ع د وا 
E‏ کہ وق 
نلاحظ أن المستقيمين 7 و بت يتقاطعان عند نقطة. ولايجاد هذه النقطة نقوم 
بحل معادلتي المستقيمين (وذلك بضرب العادلة الثانية في 1- ثم الجمع فنحصل على 
1= × ثم التعويض في أحد المعادلتين فنحصل على 4= ,ند ). إِذا نقطة التقاطع هي 
(4,1) كما هو موضح في الشكل .)١,5(‏ ومن ثم » تكون النقاط الحدية لمنطقة الحل 
هي (0,0) ء و (0,3) › و(3,0) و (4,1). 


لرسم مستقيم الربحء نقوم باختيار أي نقطة في منطقة ا ل ثم نقوم بحساب 
قيمة 2 عمد هذه التفظة. فمغلاً لو اخترنا النقطة (0,1) تج د أن 5= +. إدًا النقطة 
(0,1) تقع على خط الربح 5= 2. نلاحظ أن ميل الخط المستقيم 5= 2 يمكن حسابه 
بالشکل التالی : 


1 مقدمة ف البربحة النطية 





2 نك ارم کم و کو و و وک 5 کر 7 ٴ) کو و كام 


)0,-3( 


شکل (5,؟) 





کے چ 2 
ا 725 وکا وہ جه إذا ند و .ای ان ميل | 


نت 


5 = 2 يساوي -. وبما أن جميع مستقيمات الربح © > ×2 + ,3 لہا نفس الميل ؛ 
إذا متى ما قمنا برسم أحد مستقيمات الربح فما علينا إلا تحريكه بشكل مواز للحصول 
على مستقيم ربح آخر. وفي الشكل (٦۲)ء‏ قمنا برسم المستقيمين 5= 2و 15- 2. 

الآن أصبح من الواضح كيف نوجد القيمة الأمثلية لمسألة البرمجة الخطية. بعد أن 
نرسم أحد مستقيمات الربح» نقوم بتوليد مستقيمات ربح أخرى بتحريك المستقيم 
المرسوم في الامجاه الذي سوف يزيد من قيمة 2 (لأن المسألة مسألة قيمة عظمى 
8ءء وبعد نقطة معينة نجد أن مستقيم الربح لن يتقاطع مع منطقة الحل ؛ إا آخر 
خط ريحي يمس منطقة ا حل سوف يكون هو القيمة العظمى للدالة 2. ونلاحظ في هذا 
المثال أن قيمة دالة الہدف ,*5+ ,×3 - 2 سوف تزداد كلما زدنا ٭ نو لذللك 


حل مسائل البرجحة الخطية باستخدام الرسم 21 


نقوم برسم مستقيمات أخرى في الاتجاه الذي يزيد من قيمة الدالة 2 وهو شمال شرق 


المستقيم 5= ,52+ ,32ح 2. 


"56 2 





٣۹. شگا‎ 


فی الشكل (۲۷)ء نجد أن المستقيم ©- 2 سوف يتقاطع مع منطقة الحل حتى 
يصل إلى النقطة (4,1) ؛ ثم بعد ذلك لن يكون هناك تقاطع بین مستقيم الربح ومنطقة 
الحل. 





شکل(۲,۷) 


3 مقدمة في البرجة الخطية 


٠ ۱‏ ۱ ج- 5 
لبيان ذلك نلاحظ أن ميل المستقيم 6> 2 يساوى 2 وميل المستقيم / 


يساوي ل .وبا أن ميل المستقيم >= 2 أقل من ميل المستقيم ب ؛ إذا عن يمين نقطة 
التقاطع (4,1) سوف تكون قيمة ,× على المستقيم ©- 2 أقل من قيمتها على 
المستقيم ب » بينما عن يسار نقطة التقاطع (4,1) سوف تكون قيمة ,× على 
المستقيم ©- 2 أكبر من قيمتها على المستقيم بل . 

ومن خلال الرسم : یتضح أن ا حل سوف يكون عند النقطة 7 AN‏ 
نقوم الآن برسم المستقيم =٤‏ 2 عند أحد هاتين النقطتين ولتكن (4,1). ونلاحظ أن 
المستقيم ©- 2 سوف يتقاطع مع حور ر × في نقطة أعلى من النقطة (0,3) كما هو 
واضح في الشكل (۲۱۷). ومن ثم فإن الحل الأمثل سوف يكون عند النقطة (4,1) ؛ 
اا 21 هه 82 وق وال # ال تق عست ىه الو اڈ ےآ 


3.4+5.1-7- و5 ةع " 2. إذا الحل الأمثل هو 17= +. O‏ 

تسمی النقطة (4,1) في ا مثال السابق ؛ نقطة تكبير دالة ادف ۱ء نصتن×وہ). 
آما إذا كانت المسألة مسألة قنمة صغری " 50182" فتسمی النقطة التى تكون عندها 
دالة الہدف مکی ما من نة تصغیر دالة امدف (2©1تمنتصتم). و ا ےا يطلق ابي 
: 2 الحل الأمثل .(optımal solution)‏ 


مثال (۳,۷) 
أوجد حل المسألة التالية : 


جا مسائل البر جة امخطية باستخعدام الر سم ٢‏ 4 


سے 


رجا طخ موك جا min‏ 
2 46+ عند .ا8 
لک ال جک 


لاج ع 


الحل 
في البداية نقوم برسم منطقة الحل الموجودة في الربع الأول والمحدودة 
بالمستقيمات التالية : 


72 ا وہ 2 
وت و وا ڑھج رک 
في الشکل (۲.۸)ء قمنا برسم منطقة الحل ۵ » وبعض مستقيمات التكلفة 
عت ب لقيم مختلفة للثابت 0 





٤٤‏ مقدمة في البربحة الخطیة 


واضح من الرسم أن النقاط (0,2) ,(0,3) ,(4,0) ,(1,0) هي النقاط الحدية. 
ولكي نقوم برسم مستقيم التكلفة؛ نقوم باختيار أي نقطة في منطقة ا حل ثم نقوم 
مساب قيمة 2 عند هذه النقطة. قمعلا لو اخیرنا النقطة (3,0) تجد أن 3= . والآن 
نقوم بتوليد مستقيمات تکلفة أخرى بتحريك ا مستقیم المرسوم و 2 في الا مجاه الذي 
سوف يقلل من قيمة 2 الشكل (۲.۸) قمنا برسم المستقيمات آے مع رڑے 7 
و 5= 2. نلاحظ في هذا المثال أن قيمة دالة البدف ر×2 + ,×= 2 سوف تقل كلما 
تللتا ,2 وو ؛ لذلك نقوم برسم مستقيمات أخرى جنوب غرب المستقيم 
3- ,70ط وري و 

بعد نقطة معينة ند أن مستقيم التكلفة لن يتقاطع مع منطقة ا حل. إذّا آخر خط 
کل چ التق سيف گر هو ال الك تنا 2. نلاحظ أن المستقيم 
>= 2 سوف يتقاطع مع منطقة الحل حتى يصل إلى النقطة (1,0) » ثم بعد ذلك لن 
يكون هناك تقاطع بين مستقيم التكلفة ومنطقة الحل. 

ولبیان ذلك نلاحظ أن ميل المستقيم >> 2 يساوي - وميل المستقيم ,2 
يساوي 2-. وبا أن ميل المستقيم >> 2 أكبر من ميل المستقيم با > إذا السشية 
= 2 يتقاطع مع حور × ( يسار نقطة التقاطع (1,0)) في نقطة تحت النقطة (0,2) 
كما هو واضح في الشكل (۲.۸). إِذَا الحل الأمثل سوف يكون عند النقطة (1,0) أي 
فسا 0ا6 وراك 2 وقسة لاال لف عق تس ذه 01 : 


1 -1+2.0- و2 ,نزح 2دا الل الأمثل هو 1= 2 لا 


توجد هناك طريقة أخرى لحل مسائل البرجة الخطية باستخدام الرسم؛ 
وتعتمد هذه الطريقة على النظرية الثالية : 


حل مسائل البربحة الخطية باستخدام الرسم ت 


نظرية (١؟‏ , ؟): نظرية النقاط احدیة Extreme Points Theorem‏ 


إذا كان لدينا مسألة برمجة خطية وكانت منطقة الحل محدودة؛ فإن الحل 
الأمثل يكون موجودا عند نقطة حدیة؛ فإن لم تكن منطقة الحل محدودۃ فإن 
ا حل إما أن يكون عند نقطة حدية أو أن المسألة ليس لہا حل. 


مثال (۲,۸) 

باستخدام النظرية السابقة بإمكاننا حل المثال (٦۲۰)ء‏ وذلك بالتعويض عن 
النقاط الحدية (0,0) ء و(0,3) » و(3,0) ء و (4,1) في دالة الہدف ,52 + ,3*2 - 2. 
نقوم الآن بحساب قيمة دالة البدف لكل نقطة من هذه النقاط ثم نأخذ أكبر قيمة لتكون 


هى الحل الأمثل : 
z )0,0( >0‏ 
5ھ (0,3) 2 
8- (3,0) 2 


”7۰ھ -(2)4,1 


ولأن 17= (4,1) 2 هي آکہر قيمة لدالة الہدف إِذا 17 - "2 هى القيمة 
اط 0 


بعد قيامنا بإیجاد ا حل الأمثل لمسألة البرمجة ا خطیة » نقوم بتقسيم القيود حسب 
علاقتها بالحل اللأمكل إلى نوعين قيد ملز 9 constrain)‏ عستلصاط) وقيد غير ملز م 


„(nonbinding constraint) 


4 مقدمة في البرجة الخطية 


تعريف (۲۹): القيو 2 الملزمة Binding Constraints‏ 


يكون القيد ملرما إذا كان الطرف الأیسر من القید مساويا للطرف الأيمن 
عندما نعوض عن القيم الأمثلية لمتغيرات القرار في القيد. ويكون القيد غير ملزم 
إذا لم يتساو الطرفان عند تعويضنا عن القيم الأمثلية لمتغيرات القرار. 


فمثلا في المثال (۲.۷)ء كان ا حل الأمثلى هو النقطة (1,0) . وعليه فإن القيدين 


2 حر TX»‏ مہ و 0> ¬ X‏ ملزمان؛ أما القيدان 12 5 4+ 3% 8 0> 8 فهما 


غير ملزمين. 


)٢,۵(‏ حالات خاصة 
Special Cases‏ 

رأينا في الأمثلة السابقة بعض مسائل البريجة الخطية والتی كان لہا حل وحيد. 
ونحت هذا العنوان سنتطرق إلى ثلاث حالات من مسائل البرمجة الخطية لا یکون لہا 
حل وحيد. 

-١‏ بعض مسائل البريجة الخطية لبا عدد لانھائی من الحلول الأمثلية. 

؟- بعض مسائل البريجة الخطية ليس لها حل. 

٣‏ بعض مسائل البريجة الخطية غير حدودة الحل. 


)٢,٥,۱١(‏ وجود أكثر من حل 


Alternative Optimal Solutions 
فی بعض مسائل البرمجة الخطية تكون هناك أكثر من قيمة أمثلية لمتغيرات القرار.‎ 
: وفي هذه الحالة يوجد للمسألة أكثر من حل كما يوضح ذلك ا ثال التالي‎ 
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سےا 


مثال 43 ؟) 
MARE SR FF,‏ 
E RED‏ 
1 کو رم 


U‏ دع پل 





غ مم کن كالتالي : 


5 جوع مج اس 
رت وووت رھ نے 
(0,3) ؛ كما في الشکل (۲:۹): 





۸ے مقدمة في البربحة الخطية 


يساوي ميل المستقيم -- 2 ویساوی ےس كما أن المستقيم سوف يخرج من منطقة 
الحل عندما 5 - 2. وفي هذه الحالة نجد أن المستقيم يمس منطقة الحل عند القطعة 
المستقيمة الواصلة بين النقطتين (0,5) و (2,3). والسبب في ذلك أن المستقيم جن نے 
إذا ا حل هو القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين (0,5) و (2,3) كماهو 
موضح في الشكل (۲,۹). أي أن هذه المسألة لہا عدد لانهائي من ا حلول. 
كما يمكن حل هذا المثال باستخدام نظرية النقطة الحدية» وذلك بالتعويض ف 


دالة الہدف 2 عن النقاط الحدية فنحصل على : 

200,03 20 

01-72 12ھ 

` گے (2)2,3 

' 5= [5ہ2)0 
نلاحظ أن القيمة العظمی لدالة الہدف 2 تساوي 5ء وهناك نقطتان لہما 
نفس قيمة دالة الہدف وهما (0,5) و (2,3). ولأن قيمة 2 تساوي 5 على ال ط 
المستقيم الواصل بین النقطتین : ذا حل هذه المسألة هو تقاطع اخط المستقيم 5= 2 
مع منطقة ا حل ؛ أي القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين (0,5) و (2,3). پا 


alternative optimal ( الخال (۲,۹) كان للمسالة عندد لانھائی من الحلول‎ ٤ 
58ء والسبب أن مستقيم الربح عندما يغادر منطقة ا حل؛ فإنه سوف يتقاطع‎ 
مع القطعة المستقيمة الواصلة بين (0,5) و (2,3): إڈا ا حل هو القطعة المستقيمة‎ 
الواصلة بين (0,5) و (2,3). وبشکل عام نجد أنه إذا كان ",× حلين أمثليين لمسألة‎ 
. 0 > ©> 1 البرمجة الخطية» فإن "ر + ×(»-1) = ع هو حل أمثلى لکل‎ 


حل مسائل البربحة الخطية باستخدام الرس ۹ 


من السهل إثبات أنه إذا کان هناك حلان أمثلیّان فإن أي نقطة تقع على القطعة 
. الممنتقيمة الواضلة بين هذين الخليق: سوف ٹکرت ایضا خلا أمثليا. 


(؟,5,؟) عدم إمكانية ا حل 
LP‏ 101101101 
ف بعض مسائل البرمجحة ا حخطیة تكون منطقة ا حل مجموعة خالية» أي أنه لا 
یوجد أي نقطة تحقق قيود المسألة المعطاة. وقي هذه الحالة لا يوجد حل أمثلى للمسألة 


)۲۰٠٢( مغال‎ 


أوجد حل المسألة التالية : 
م 3+ max 2 =X,‏ 
REFERS 28‏ اڈ 
4 2 ,ب يرك + 3 


لنعرف المستقيمين يت ,ب كالتالي : 


ت رک 
4 = يرك + , رق عأ 


بعد ذلك نقوم برسم القيود كما في الشكل (۲.۱۰). 


ه٥‏ مقدمة في البربحة اخطیة 





شکل(٠‏ ا 


نلا حظ أنه لا يوجد تقاطع بين هذه القیود. وبناء عليه فإن منطقة الحل هى 
المجموعة ا حالیة 2-1 » أي أن هذه المسألة لیس لہا حل. تسمى المسألة التی تكون 
فيها منطقة ا حل مجموعة خالية» مسألة غير مقبولة أو مسألة عدم قابلة للحل 


„(infeasible LP)‏ ۱ لا 


)٢,۵٥,۳(‏ المسائل غير محدودة الحل 
Unbounded LP‏ 

تكون مسألة القيمة العظمى "×" غير حدودة ا حل إذا كان من الممكن زيادة 
دالة البدف دون حد عند التعويض بنقاط موجودة فى منطقة الحل. وتكون مسألة القيمة 
الصغرى "1012" غير محدودة الحل إذا كان من الممكن تقليل دالة البدف دون حد عند 
التعويض بنقاط في منطقة ا حل. 

ولمعرفة ما إذا كانت مسألة قيمة عظمى "203" حدودۃ ا حل ام لا نقوم 
بتحريك مستقيم الربح في الاتجاه الذي يزيد قيمة دالة البدف : فإذا كنا نستطيع تحريك 


حل مسائل البربحة الخطية باستخدام الرسم ۹ت 


المستقيم بدون أن نخرح من منطقة الحل فإن المسألة تكون غير محدودة كما في المثال 
العالى : 


ق 


مثال (۲,۱۹) 
أوجد حل المسألة التالية : 


max z - وعد + رعول‎ 
8. 2% ر38‎ < 6 
XER 4 


E Ee 
ا حل‎ 
: لنعرف ال مستقیمین ب ,ثم كالتالي‎ 


EIN, 6‏ ران 
4 - ,+ تار مك 


نقوم في البداية برسم منطقة الحل 542 ونلاحظ كما في الشكل (۲۰۱۱) أن 60 
قير دود (boundedصu).‏ بعد ذلك ؛ نقوم برسم المستقيمين 7= 2 و 12- و 
ونلاحظ أن قيمة دالة الہدف تزداد كلما اتجھنا نحو اليمين أو نحو الأعلى. وا أن منطقة 
الحل غير حدودة في هذين الاتجاهين » إذا قيمة دالة البدف تزداد بدون حد كلما زدنا 


قيمة المت اٹ و×,ر×. وینتج من ذلك أن هذه المسألة غير حدودة الحل. Ll‏ 


ا مقدمة في البربحة الخطية 





في ا مثال السابق كانت منطقة ال حل غير محدودة وكانت قيمة دالة الہدف غير 
محدودة أيضاء في هذه الحالة نقول إن المسألة غير محدودة ا حل. لکن فی بعض الحالات 
قد تكون منطقة الحل غير حدودة ولكن دالة الہدف لبا حل أمثلى. 


)؟,١‎ 7١ مثال‎ 
: أوجد حل المسألة التالية‎ 
MiN 2 =2 FF, 
Sl. XxX +x, 4 
رت‎ +30 > 6 


ل ين 
ا خل 
منطقة الحل في هذا ا مثال ھی منطقة ا حل في ا مثال السابق: ولکن نلاحظ أن المسألة 
فعا مال قبي شرق "منص ''. بتحريك مستقیم التكلفة نحو اليسار نجد أن أقل قيمة للدالة 


سوف تظهر عند النقطة (0,4) =( × *) وقيمة دالة الہدف 4> 7 .اذا الحل الأمثل 
قو 4ک وق 


جا مسائل الب بحة اخخطية باستخدام ار سم 2 


ملاحظة 
في بعض الحالات قد يكون حل مسألة البرمجة الخطية مساويًا لمنطقة الحل كما 
سوف وضح في الثال التالي : 


مثال ١‏ ١,؟)‏ 
أوجد حل المسألة التالية : 
22+ ,2 کا 1201113 


FF. 20‏ نڈ 


xX +X, =4 
Rs 2U 


الحل 
لقع ف ةالمستقيفين ين .گے كالتالى : 
6= ;۳3 رگد 
A :<2 +, =4‏ 


تقوم ق البداية برسم منطقة ال ا2ک كما في الشكل .)۲.۱٢(‏ 


نلاحظ فی الشكل (۲۰۱۲) أن منطقة الحل ٤89‏ تمثل القطعة المستقيمة الواصلة 
بين النقطتين (0,4) و(3,1). لنأخذ أي نقطة في منطقة الحل ولتكن النقطة (3,1) ء 
قيمة 2 عند هذه النقطة تساوي 8. الآن نقوم برسم المستقيم 8= 2 والمار بالنقطة 
(3,1). نلاحظ أن هذا المستقيم ينطبق على القطعة المستقيمة والسبب أن ميل المستقيم 
8= 2 يساوي ميل المستقيم :2 . إدا المستقيم 8= 2 سوف يخرج عن منطقة الحل 
عند تحريكه في أي اتجاه. كما أن المستقيم يغطي منطقة الحل بالكامل. إذا القيمة 
الصغرى للدالة 2 ھی 8 وذلك لأي قيمة GF)‏ تقع داخل منطقة الحل. 0 


5 مقدمة ف البرجحة الخطية 





شكال ة؟ؤ, 


نستخلص من هذا الباب أن هناك أربع حالات لمسألة البرمجة الخطية : 
-١‏ مسألة برجة خطیة لہا حل وحيد 
“١‏ مسألة برمجة خطية لہا عدد لانهائي من الحلول الأمثلية. 
-٣‏ مسألة برجة خطية ليس لہا حل. 
٤‏ - مسألة بريحة خطية غير محدودة. 


حل مسائل البربحة اْولة پاستخدام ار سيم ث ھ٥‏ 


تمارین الفصل الان 
(۰۱) في مسائل البرمجة ا خطیة اشترطنا أن تکون القیود على الصورة > أو < أو ح : 
اذا لا نسمح للقيود أن تأخذ الصورة > أو <؟ 


(0 إذا كانت لدينا مسألة البرمجة الخطية التالية : 


max 2 =3X +20 
5.۲ جك نوك‎ 35 
xX, + رعر4‎ < 6 


ال 


بين أي النقاط التالية (5,15-) ,(0,5) ,(2,2) ,(0,1) تقع داخل منطقة الحل. 


(۲۰۳) بين أيا من الأشكال التالية عبارة عن مجموعة محدبة : 


-١‏ ۱ ن 5 ا المكلث. 
4 ق ٤‏ - ا حاد جموعتین محدبتین. 


6- اجمرعة 51 ج4 ڑےےڈیرے ز|(ر,م). 


: وضح النقاط الحدية لكل من‎ )٤( 
القطعة المستقيمة‎ -٣ ا مستقیم ٢ے بلق‎ ١ 
AEP 1ب * وت تو‎ 22 Sa وت‎ 


)۲,٢(‏ حدد منطقة الحل ف القيود التالية إذا علمت أن 0 < ر ×و×. 


x بير #- 0< یرہ‎ ×50 -5 -2× +6*,55 -١ 


٦‏ مقدمة في البر بحة الخطية 


)٢,٢(‏ إذا كانت لدينا مسالة فة عظسى "خف" + وكان أحد القبوة غبارة عد 
متراجحة من النوع < وغيرنا القيد إلى معادلة = » هل من الممكن أن تزداد قيمة دالة 


لدف غلل. 


(۲,۷) باستخدام الرسم أوجد حل المسألة التالیةء ثم حدد نوع المسألة (وحيدة ا حلء 
لہا أكثر من حل ؛ غير محدودة الحل » ليس لہا حل). 
د + maxX 2 =F‏ 
Ê JH +30 SB‏ 
و ع 2 
ل 


(تلميح : لاحظ هنا أن المتغير ,× غير محدد الإشارة) 


(۲۸) باستخدام الرسم أوجد حل المسألة التالية» ثم حدد نوع المسألة (وحيدة ا حل؛ 
لپا اکر مس سمل » غير حدودة الحل : ليس لها حل). 


MAK جرع عت‎ ER, 
خخ .اڈ‎ +048 
راوہت رن‎ 


لاج تی 


(0) باستخدام الرسم أوجد حل المسألة التالية : ثم حدد وع المسألة (وحيدة الحل : 
لہا اکٹر من خل ٠‏ غير عغدودة اغا ليس لہا حل ): 


max 2 ترك ع‎ FX, 
SL SETA. SIG 
EEE, SIS 


بای نی 6 


حل مسائل البربجمة الخطية باستخددام الر سم 


2¥ 
(۰) باستخدام الرسم أوجد حل المسألة التالية» ثم حدد نوع المسألة (وحيدة 
ال : لبا اکٹر من حل؛ غير حدودة الحل ؛ ليس لبا حل). 
ود + يات ب MAX‏ 
8 ےس نے i‏ 


24 تن د 2 


Û‏ ا 


)٦(‏ في الشکل (۲۱۳)ء قمنا برسم بعض القيود لتحديد منطقة ا حل. اكتب جميع 
القيود الموجودة في الشكل. 


۷۴ 


و نے 4 

' 

14 

| 
. سس‎ e 


0 
لظ 4ه 8 2” ير پر 
شكل( ۲,۱۳) 


(۲,5) أوجد حل المسائل التالية باستخدام القيود الموجودة في التمرين (۲,۱۱). 


۹- ويروا Ag‏ 2 20080 1“ ر47 عرق-ح 3 تققان 
۳ اھ و MEK‏ جس .وفع بعد > 2 MM‏ 
٦۹] Min 7 =X, —2X, ~0‏ رھت ےہ ہی اق 


۸ت٥‏ مقدمة في البرمة الخطية 


21 يلون استخدام الرسم و مجرد النظر ؛ حدد نوع المسالة (وحيدة ا حل؛ ليا 
أكثر من حلء غير محدودة الحل » ليس لہا حل). ثم تأكد من حلك وذلك عن طريق 
رسم منطقة الحل ثم تحریك المستقيم 2- جا 


Max 2 =3, FF, 
بات‎ A FF, SO 
FIR SY 


لا و 


)۲,۱٤(‏ أوجد القيمة الصغرى "1012" والقيمة العظمى "208" لدالة البدف التالية 


بطريقتين مختلفتين (طريقة نحريك المستقيم ©>- 2 وطريقة النقاط الحدية). 
م<4 + ,62 - 2 
BR E22‏ 5.1 
-۔ ب ت 
2 وچ د 


لا و 


.2 حدد فيما يلى امجاه تزاید‎ )۲۰۱٢( 
0 2: ات ھت کے‎ 5 AX وتو رس جو‎ 5-8 
max 2 0ے‎ +40۰ -٤ .max 2 إل حت‎ = 


ماس نے رع ود سد ات MA‏ 


2 حدد فيما يلى انجاه تناقص‎ )۲٦( 
MINE ۲۔- جك عد ريرس جح‎ mih گے تج‎ - 20ٍ ۹ 


MiN E 2 و‎ 87 


حل مسائل البرحة الخطیة باستخدام الرسم هت 


max 2 =X + و تدك‎ 
اڈ‎ FH SD 
2 =3 


e (‏ 
A)‏ أوجد حل المسألة ۷ إذا اسكيلا القیه الثاني بالقيد 52 ہخد3: 


(۲,۹) لتكن لدينا مسألة البرمجة الخطية التالية : 
Mak 2 =O =;‏ 
ا یت رق .اہ 
6 وت 6ہ 


لا ا ہو دہ 


بين باستخدام الرسم أنه عند ا حل الأمثل» نستطيع زيادة ,× و * إلى مالا 
نهاية » ومع ذلك تظل قيمة دالة الہدف ثابتة. 


(۲,۲۰) أوجد الشروط الضرورية (ط9ئئ٥٥6)‏ والكافية )٥05 1 ٥(‏ على المتغيرات 
رف لک توق الميالة الثالية: 
Max 2 =x, +X,‏ 
بج مھ ا 
EU‏ لان کا 
8 لہا حل وحید ٹ٭- غير نمكنة الحل 
ات غير حدودة ا حل کات لہا اکثر من حل 


و5 مقدمة في البر بحة الخطیة 


(۲,۲) باستخدام الرسم أوجد حل المسألة التالية : 
min 2 > 10 + 9‏ 
8 > ا SL‏ 
e EU‏ 
205 وک ا 


E, 20 


١‏ تكن لذينا مسألة آلكة القطة العالية: 
max 2 =x,‏ 
FEES‏ .ا5 
حبك وده عو 
اگ ود 


. © <1 بين أن منطقة ا حل في المسألة السابقة غير خالية إذا كانت‎ -١ 
لجميع قيم و ا‎ ٩ اع أوجد حل المسألة كدالة في‎ 


: استخدم الرسم لان ان أي حل للقيود التالية‎ -۱)۲٢۲۳( 


FX, S4 
و کے‎ 2 


e a 
26 +20226 قو عل للقيك:‎ 


؟- أوجد صياغة مناسبة لمسألة برمجة خطية لإثبات أن أي حل لمجموعة 
القيود أعلاه هو حل للقيد RFK SO‏ 


حل مسائل البر حة المخطية بپاستخدام الرسم 4 - 


(۲,۲۶) في الشكل (٢۲,۱)ء‏ تمثل المنطقة المضللة منطقة حل لمسألة برمجة خطية 
ومطلوب إيجاد القيمة العظمى لدالة الہدف. 







(6,3) 


ی ظط ہی۴ ف طلس 


1 2 3 4 8 6 


شكل(25 ١,؟)‏ 
بين هل ا حخمل التالية صحصحه اح خاطئة مح التعليل باستخدام الرسم. لم اوجد 
دالة هدف تدعم إجابتك لكل جملة. 


١‏ - إذا كانت قيمة دالة الہدف عتد التقطة (3,3) آگ مز قبمتها عند 
النقاط (0,2) و (6,3) » فإن النقطة (3,3) لا بد أن تكون الحل الأمثلي 
الو حید. 

؟- إذا كانت النقطة (3,3) عبارة عن حل آمٹلی؛ وكان للمسالة أكثر من 
عل فان أحد التتطیٰ (6,2) أو (6,3) لا بد أن تكون حلا أمقليا. 

۳- النقطة (0,0) لا يمكن أن تكون حلا أمثليا. 


(7,75) هل العبارات التالية صائبة أم خاطئة؟ مع التعليل : 
ات إذا كانت مسألة البريجة الخطية غير مخدودة الخل + فان منطقة الحل غير 
حدو دة كذلك. 
١‏ - إذا كانت منطقة الحل غير حدودة فإن المسألة غير محدودۃ الحل. 


> مقدمة في البر بحة الخطية 
٣۳‏ يمكن لمسألة بر مجة خطية أن يكون لہا حلان أمثليان فقط. 


)۲۰٦٦(‏ إذا كانت منطقة ا حل لمسألة قيمة عظمى "×4" عبارة عن المنطقة الموضحة 
ف الشکل (۶٢۲۰۱)ء‏ و كانت 2۶2(0 لكل 0 ×» وكان ميل المستقيم =٤‏ 2 


يساوي 1/5- وميل المستقيم بت يساوي 2/5- » وآخيرا ميل المستقيم :2 يساوي 
4-. 


ا 





)١,١8© شكل(‎ 


-١‏ بين أي النقاط 4,8,0 تمثل حلا أمثليا» مع شرح السبب. 
-٢‏ إذا كانت قيمة دالة الہدف عند الحل الأمثل 40ح ”2 ؛ فاكتب مسألة 
البرمجة الخطية موضحا دالة الہدف والقيود. 


رس (ثثالمت 


طربقة السمبلکسر 


The Simplex Algorithm 


© الصيغة القياسية 
© المتغيرات الأساسية وا حل الأساسي 
© طريقة السمبلکم 


في الفصل السابق» بينا كيف يمكن حل مسائل البريجة الخطية التي حتوي على متغيرين 
باستخدام طريقة الرسم. ولكن نظرًا لأن معظم مسائل البرجة الخطية تحتوي على أكثر 
من متغيرين » كان لا بد من إیجاد طريقة أخرى غير الرسم لحل مسائل البرجة الخطية. 

فی هذا الفصل سوف نتطرق إلى أحد أشهر طرائق حل المسائل الخطية وأكثرها 
انتشارا وهي طريقة السمبلکس (h0dطMet‏ exاSimp‏ heطا).‏ هذه الطريقة 3 تطويرها 
على يد العالم جورج دانتزیح (212 )George‏ وذلك في عام ۷١۱۹۰ء.‏ ومنذ ذلك 
العام» أثبتت هذه الطريقة فاعليتها في حل مسائل البرمجة الخطية. وتعتبر طريقة 
السمبلکس طريقة جبرية (Algebraic Procedure)‏ إلا أن مفهومها يعتمد بشكل كبير 
على الطريقة البندسية كما سوف نوضح لاحقا. 


۳ 


1 مقدمة ف البريحة الخطية 


حتى نستطيع استخدام طريقة السمبلكس لحل مسألة برمجة خطية» لابد من 
تحويل المسألة إلى صيغة مكافئة تسمی الصيغة القياسية. تحت العناوین التالية نبيّن كيف 
يمكن تحويل مسألة البرجة ا خطیة إلى الصيغة القياسية ثم نشرح الآلية التي تتبعها طريقة 
السمبلكس لإيجاد الحل الأمثل لمسألة البرمجة الخطية. وسوف نفترض ف هذا الفصل أن 
جمیع القيود عبارة عن متراجحات على الصورة > › وجميع المتغيرات غير سالبة» 
بالإضافة لذلك فإن الطرف الأيمن في جميع القیود غير سالب. وبقیة ا حالات سوف 
تتم معالجتها في الفصل الرابع. 


(9,") الصيغة القياسية 


Standard Form 
في تعريفنا لمسألة البرمجة الخطية ؛ بينا أن القيود من الممكن أن تكون معادلات أو‎ 
متراجحات : كما أن المتغيرات قد تكون غير سالبة أو غير محددة الإشارة. حتى نستخدم‎ 
يقة السمبلكس لحل مسائل البرمجة الخطية» لا بد أن نقوم بتحويل المسألة إلى صيغة‎ 
مكافئة بحيث تحقق شروطا معينة » تعرف هذه الصيخة بالصيغة القياسية ويمكن تعريفها‎ 
: کالتالی‎ 


تعر يف 5 rs‏ الصيغة القياسية Standard Form‏ 


تكون مسألة البرمجة الخطية في الصيغة القياسية » إذا كانت جميع القيود 


عبارة عن معادلات طرفها الأيمن غير سالب» وكانت جمیع المتغيرات غير 
سالے 


طريقة السعيلكس :1 


مثال )",١(‏ 
المسألة التالية : 
max 2 =x‏ 
23خ 3 
5- 98 37+ ,ع 
اط E‏ 


ليست فى الصيغة القياسية ؛ وذلك لأن القيد الأول عبارة عن متراجحة. 


وكذلك المسألة التالية : 
د 1 - 2 max‏ 
سے و ا 310 
2ح I‏ 
ناج 
ليست في الصيغة القياسية لأن الطرف الأيمن في القيد الأول عدد سالب» كما 
أن الى وه گے عد الاشارة: لا 


حتى نقوم بتحويل أي مسألة بررجة خطية إلى الصيغة القياسية یلزمنا تحویل 
لمتراجحات إلى معادلات طرفها الأيمن غير سالب» وتحويل أي متغير غير محدد 
الإشارة إلى حاصل طرح متغيرين غير سالبين كما بينا في الفصل الأول. السؤال الآن : 
كيف نحول متراجحة إلى معادلة ؟ نفرق هنا بين نوعين من المتراجحات » المتراجحات 
من النوع ">" والمتراجحات من النوع "<". 


)",1,١(‏ تحويل المتراجحات من النوع ">" إلى معادلاات 
لتكن لدينا المتراجحة التالية 3 > ×+ *» والتى نرغب في تحویلھا إلى معادلة. في 
هذه الحالة حتاج إلى تعريف المتغير المكمل ىء (31181/ )ckهاs)‏ ليمثل الكمية غير المستخدمة 


1 مقدمة في البر بحة اخطیۃة 


ف القيد» ولأن الكمية التي تم استخدامها تساوي ,+ :۴ء والكمية المتاحة ھی 3ء إِذَا 8 
تعرف كالتالي : 
ولت هق > £ 
فمثلا لو كانت 1= ر× ,0= ,× فإن 2= 5. نلاحظ أن ,× و × تحفق 
المتراجحة إذا وفقط إذا كانت 0 < ۶. . وعليه فالمتراجحة تصبح مكافئة للمعادلة : 


لاج قي RES‏ 


5 کے 


ہا 
]1 تحت 


tes, 00‏ عو ع ع کک یت 


(۳,۱,۲) تحويل التراجحات من النوع "<" إلى معادلات 
لتكن لدينا المتراجحة التالية 3< ر ×+ مد ء ونريد تحويلها إلى معادلة. فی هذه 
الحالة نعرف المتغير الزائد © (211916 95 بأنه الكمية التي تم استخدامها في القيد 
وتزيد عن راق و 
وح جيك توح ام 
فمثلاً لو كان 3 > ,و« ,2 = ,× فان 2 - 6. وتصبح المتراجحة 3023+ ب 
مكافئة للمعادلة : 


20 © ,3= ع- رج + ڈر 


(۳,۱,۳) خطوات محويل مسألة البرمجة الخطية إلى الصيغة القياسية 
حتى نستخدم طريقة السمبلكس لحل مسائل البريجة ا خطیةء يلزمنا في البداية 
تحويل المسألة إلى الصيغة القياسية باستخدام الخطوات التالية : 
١‏ - التأكد أن الطرف الأيمن في كل قيد غير سالب. إذا كان هناك قيد یحتوی 
على طرف أيمن سالب فإننا نقوم بضرب طرفي القيد في 1-. 


طر يقة السميلكس ¥ 


؟- التأكد أن جميع المتغيرات غير سالبة» وإذا وجد متغير غير محدد الإشارة 
فإننا نقوم بكتابته كحاصل طرح متغيرين غير سالبين. 

٣‏ نقوم بتحويل المتراجحات إلى معادلات وننقل المتغيرات في دالة البدف إلى 
الطرف ا سی فمثلا ذالة الہدق . ےی ر وو رو 2 نکب 


بالصورة 0 = , .4 -...- و 6ر2 - ,24 - 2 . 


مغال 7١‏ ,”7) 
حول المسألة التالية إلى الصيغة القياسية : 


max 2 - 14, +9x, 

kk 2220‏ 
3ع ا 
23 وط ووم 


ا Ts‏ 
اخل 
لتحويل هذه المسألة إلى الصيغة القياسية نقوم بنقل ا متغیرات في دالة الہدف إلى 
الطرف الأيمن» كما نقوم بإضافة متغيرين مكملين للقيدين الأول والثاني» وطرح 
متغير زائد في القيد الأخير» فنحصل على : 


max 2 - 14, - ,ع9‎ - 0 

HERES =10‏ ات 
5= رو ا 
3= € رج A‏ 


لات لئے 20 Rye U, gk‏ لا 


1۸ مقدمة في البرجحة الخطية 


مثال(۳, ۳) 
حول المسألة التالية إلى الصيغة القياسية : 
max 2 - 4۴, +3‏ 
جح رعو 6 8:1 
اک و 


EAU, وذ‎ BS 


الحل 

نلاحظ أن الطرف الأيمن في القيد الثاني عبارة عن عدد سالب لذلك نقوم 
يضرب القيد الثاني في 1- فنحصل على القيد 1< ,+2 + ,×-. كما أن المتغير ,× 
غير حدد الإشارة: لذلك نعوم بکتابته اال : 


۲ 72 ١ 


۲ 
1س یک کے و كار 


الان دل 7 فته فنحصل على : 
max 2 =4x, 3‏ 
2 - يت )+ و 8:1 

8 )2+ اس 


۱ ۲٢ 
N O یھ تی‎ 


زائد من الطرف الأيسر في القيد الثانی فنحصل على : 


طريقة السمبلكس 215 


١ 1‏ 
FIR, 20‏ = ات MARZ‏ 
٢۲ :‏ ۲ 
2- رو سو FE‏ .انت 
٢۲‏ ۱ 
ےہ روح وو سن 1-2 پوس 


20 0ا کے سی ا تا O‏ 


مالاحظة 

من خلال الأمثلة السابقة» بينا كيف يمكن تحويل المتراجحات إلى معادلات 
وذلك بإضافة متغير مكمل أو طرح متغير زائد. لعله من المفيد أن نبين كيف يمكن 
تحويل المعادلات إلى متراجحات. إن أى معادلة يمكن تحويلها إلى متراجحتين أحدهما 
باشارة < والأخرى بإشارة > بدلا من إشارة المساواة. کمٹال على ذلكء لیکن لدينا 
القيد 4= ,2+ × هذا القيد مكافن للقيدين التاليين 54 ر×2+,× و 
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)٣,۲(‏ المتغيرات الأساسية والحل الأساسي 
Basic Variables and Basic Solution‏ 
إن المتغيرات الأساسية والحل الأساسى تلعب دورا مهما في حل مسائل البرمجة 
الخطبة» وخصوصا طريقة السمبلكس. لتكن لدینا مسألة البرمجة الخطية التالية المكتوبة 
0 -<عج 'م- 2 max‏ 
SÊ AED‏ 


Xx > Û 


ص۰٣۷‏ مقدمة ف الیربحة الخطية 


المتغيرات الأساسية وا حل الأساسی تعتمد على قيود المسألة والتى تتكون من 
نظام المعادلات ط=×4. في البداية» نقوم بتعريف الحل الأساسیء والمتغيرات 
الأساسية للنظام ا = ×4. 


تعریف(۲, ۳): ا خل الأساسي Basic Solution‏ 


لیکن الذينا النظام b (system)‏ تع إر حیث 4 عبارة عن مصفوفة 
من النوع 71×77 (77 < ۸). ا حل الأساسى لهذا النظام يمكن ا حصول عليه 
بوضع 7-71 من التغيرات مساوية للصفر وتسمی المتغيرات غير 
الأساسية Variables, NBV)‏ عزمه8ه710) ء ثم إیجاد قيمة بقية المتغيرات والتی 
تسمى ا لتغيرات الأ ساسية .(Basic Variables, BV)‏ 


التعريف (۳۰۲)ء يوضح لنا أحد طرائق حل نظام من المعادلات يحتوي على 
8 من القیودء في ۶ من ا متغیرات ء بحيث يكون عدد المتغيرات أكبر من أو يساوى 
عدد القیودء أي (” 2 7). في البداية» نضع 7-77 من المتغيرات مساوية للصفر 
فنحصل على 77 من القيود في !8 من المتغيرات ( هذه هي المتغيرات الأساسية)» وهنا 
يمكن حل النظام ا حدید مباشرة. 


٣, ٤( مغال‎ 


طریقة السمبلکس ۷۱ 


اخل 

هذا النظام يتكون من 3 متغيرات في معادلتين. لإيجاد الحل الأساسي نقوم 
باختيار 1= 3-2 من المتغيرات ونساويه بالصفر. يمكن اختيار أي متغير ليكون المتغير 
غير الأساسي. إذا اخترنا المتغير غير الأساسي ليكون (م×)- ۸۷8۲ء (أي أن 
0= ,*)ء فإن المتغيرات الأساسية تصبح إر×,ر×])= [8. وفي هذه الحالة نحصل 
على الحل 2= ,× ,3= ر×» وعليه فالحل الأساسي في هذه الحالة : 


اما إذا اخترنا ا لمتغیر غير الأساسى ليكون ,)= 3787 والتغیرات الأساسية 
وم ×= 87ء.فإن الحل الأساسى فى هذه الحالة يكون: 





LJ 


النظام الناتح › كما يوضح المثال التالي : 


مثال (۵ػ,٣)‏ 


ا کا عرق اه وده 
FAR; FAR =‏ ريزول 1 


۷۲ مقدمة ف البربحة النطية 


ولتكن × هي المتغير غير الأساسي (أي أن 0= ×)ء في هذه ا حالة نحصل 
على النظام : 


EAR; کے‎ 
10x, رع4+‎ - 3 


وهذا النظام ليس له حل (ماذا؟)ء وعليه فليس هناك حل أساسى فی حالة 
اختيارنا للمتغير ود كمتغير غير أساسي. بينما لو اخترنا ,× ليكون متغيرًا غير 
أساسي » فإننا نحصل على الحل الأساسی : 





هناك حالات خاصة من الحلول الأساسية تلعب دورًا هاما فى حل مسائل 
الب رجة ا خطیةء تعرف هذه الحلول باسم الحلول الأساسية المقبولة» وتعرف كما یلی : 


تع یف ۳, ۳): ا خل الأساسي المقبو 1 Basic Feasible Solution‏ 


أي حل أساسي للنظام 8- ×4 تكون فيه جمیع ا متغیرات غير سالبة 
یسمی حلا أساسيا مقبولا (دهتاداهة ءاطزووع؟ ءزمةط) أو اختصارًا (085) . 


في الخال 649+ كان الكل الآلساسسي ,© هلا اساسا مفبولاء با انال 
الأساسىي ر۷ لع يكن مقیولا 

نعلم من نظرية النقاط الحدية (۲,۲) في الفصل الثاني ء أنه إذا كان لمسألة البرجة 
الخطية حل» فإنه لابد أن تكون هناك نقطة حدية أمثلية. النظرية التالية تبين أن هناك 
علاقة وثيقة بين النقاط الحدية لمسألة ما والحلول الأساسية المقبولة. 


نظرية )۳,١(‏ 
في أي مسألة برجة خطية» يوجد في منطقة الحل نقطة حدية وحيدة 
على الأقل حل أساسي مقبول (685) مقابل كل نقطة حدية. 


المثال التالي يوضح العلاقة بين الحلول الأساسية المقبولة والنقاط الحدية : 


مثال )٣,٣(‏ 
لتكن لدینا مسألة البرمجة الخطية التالية : 
=X +20‏ 2 111236 
AX, +4 8‏ .5.1 
BE; 2‏ 


ات صن تا 


ولکی نقوم بتحديد الحلول الأساسية ا مقبولةء يلزمنا في البداية كتابة المسألة في 
2X, 10‏ — پرچے Max z2‏ 
FOE, =8‏ کے .ہے 
نے ہس EREN,‏ 


لے ور سے شا تا 


v3‏ مقدمة في البرجمة الخنطية 





)",١( شكل‎ 


نلاحظ أن النقاط الحدية لمنطقة الحل هي © ,8 ,4. الآن نقوم بحساب جميع 
الحلول الأساسية» ثم نأخذ اتال الاسائیے القيولة. ملا آعز الحلول الأساسية يمكن 
الحصول عليه باعتبار ر × × متغيرات غير أساسية» أي 0= ر ×= ,×» ثم التعويض 
في القيود السابقة فنحصل على ,8= ,ى 2= رء. الجدول (۳,۱) يبين العلاقة بين 
الحلول الأساسية المقبولة والنقاط الحدية : 


جدول سر کی 





طريقة السمبلگس ۷۱ 


نلاحظ في هذا المثال أن كل نقطة حدية تتفق مع حل أساسي مقبول على 
الأقل ء فمثلا النقطية الحدية 8 تتفق مع الحل الأساسي القبول ,2= ر× ,0 > ,× 
0= ۔ی ,ل ع رى. د 


تكمن أهمية النظرية (۳,۱)ء أنه عند حل مسألة بريجة خطية تحتوي على القيود 
= ×4 ء فإنه یکفی أن نقوم بإیجاد الحلول الأساسية المقبولة للنظام 1< ×4 ء ثم 
نقوم بحساب أفضل حل أساسي مقبول للنظام ط = ×4 (أي ا حل الذي يجعل قيمة 2 
أكبر ما يمكن في حالة مسألة القيمة العظمی "103" أو أصغر ما يمكن في حالة مسألة 
القيمة الضغریٰ "صل" 

نوضح الآن مفهوما مهما سوف نحتاج إليه عند شرحنا لطريقة السمبلكس ؛ 
ذلك هو الحل الأساسي المقبول ا جاور. 


تعریف(٤‏ و اخل الأساسي المقبول اجاور 15 Adjacent‏ 


لأى مسألة برىجة خطية تحتوى على 77 من القيود و 7 مت التغیرات: 
يقال إن حلين أساسيين مقبولين متجاورين (30[36680)»: إذا كان الحلان 
يشتركان فی 1- ” من المتغيرات الأساسیةء طبعا مع احتمال اختلاف قيمة 
المتغيرات ( أي أن الحلين يشتركان في جميع المتغيرات الأساسية ما عدا 
اخ 


مثال (۳,۷) 
لنعتبر نظام المعادلات التالیة : 
6ح و2 اا ر +4 
اک مو FICE E‏ 8ج عد 
4ے يدق + يى FIX +X‏ ر س Sx‏ 


۷٦‏ مقدمة قي البر بحة الخطية 


ولتكن لديا الحلول الاسامسة: 


0 0 1 
0 2 1 
1اے b5,‏ ,1 | ركرة ,اااے bfs‏ 
4 0 0 
1 3 0 


ند آأث تلق الأساسيث .اھ ى اط اوران اما یشترکان في 
3-1-2 من التفیرات الأساسية ( وسا التقیرات تد و وج كبتغيرية أساسيين). 
وك الخلين الأساسين فرظ یکر افهما ستاورات, أما الان ال ا ان فظ و 
0/5 فھما ليسا متجاورين. لا 


لو عدنا إلى المثال (٦,۳)ء‏ لوجدنا أن جميع الحلول الأساسية متجاورة وذلك 
لن منطمة الحلن عبارة عن میگ : وبشكل عام ؛ يكون الحلان الاساساق المقبولان 
متجاورين إذا كان الحلان يقعان على نفس الضلع في حدود منطقة الحل. 


(*,”) طريقة السمبلكس 

The Simplex Method 
تعتمد طريقة السمبلكس على إیجاد حل أساسي مقبول يسمى الحل الأساسي‎ 
ء ثم بعد ذلك يتم تحديد ما إذا كان‎ 5/5, )initi basic feasible solution) المبدئي‎ 
هذا الحل الأساسي أمثليًا أم لا. إذا کان هذا الحل أمثليًا » فإن طريقة السمبلكس‎ 
تتوقف. أما إذا لم يكن أمثليّاء فإن طريقة السمبلكس تنتقل إلى حل أساسي مقبول‎ 
آخر (:2/5) بحيث يكون مجاورًا للحل الأساسي المبدئي وتکون قيمة دالة البدف عند‎ 


طريقة سكين ۷۷ 


هذا الحل أفضل من أو تساوي قيمة دالة البدف عند الحل ,5/5. بعد ذلك يتم بحث ما 
إذا كان الحل الأساسي ,5/5 أمثليا أم لاء إذا کان ,5/ة حلا أمثليًا فإن الطريقة 
تتوقف» أما إذا لم يكن راط حلا أمثليًا فإن الطريقة تستمر وذلك بالبحث عن حل 
أساسى جاور ... وهكذاء حتی تتوصل إلى الحل الأمثل. 

إن فكرة طريقة السمبلكس في حل مسائل البرمجة ا خطیة ترتكز على القاعدة 
التالية والتى يسهل إثباتها وذلك بملاحظة أن منطقة الحل مجموعة محدبة كما أن دالة 
اا 


نظرية :)٣,۲(‏ قاعدة اختبار الأمثلية )و1 Optimality‏ 


إذا كان :38 علا أساسيا مقنولا فى مسالة برعة خطية لہا على الاق 
حل أمثلي» ولم يوجد حل أساسي مقبول جاور لهذا الحل ذو قيمة أفضل 
لدالة الہدف فان هذا الحل هو الحل الأمثل. 


نستطيع تلخيص خطوات حل مسألة البريجة الخطية باستخدام طريقة 
السعیلکس كبا يلى: 

-١‏ تحويل مسألة البرمجة الخطية إلى الصيغة القیاسیة. 

لا اد آحد الول الأساممة الو ةة سم علا bfs) i‏ اونانصذ). 

-٣‏ تحديد ما إذا کان هذا ا حل أمثليًا. إذا لم يكن كذلك فإننا نوجد حلا 

اس فقولا مجاورا بحیث تكون قيمة دالة الہدف ‏ عند هذا الحل أفضل 

منها عند ا حل السابق. 

٤‏ - نعيد الخطوة ۳ باستخدام ا حل ا جحدید. 


۷۸ مقدمة فى البرمحة الخطية 


إذا كانت مسألة البريجة الخطية تتكون من 7# من القيود و ۶ من المتغيرات فان 


n 
عدد طرائق اختيار 7# من المتغيرات الأساسية هو | 1 وعليه فان عدد الحلول‎ 


777 


الأسناسية المقبولة هو ۵ على لاگ وهذا عدد گہیر؟ فمثلا 
77 


55 ٹیو کا 
0 = ا ولكن من خلال التجارب في استخدام طريقة السمبلكس فإن 
هذه الطريقة لا تتطلب أكثر من اختبار 37# من الحلول الأساسية المقبولة. 

عند استخدامنا لطريقة السمبلكس» نقوم بتحويل القيود ودالة البدف إلى 
صيغة مكافئة للقيود ودالة البدف الأصلية ؛ وذلك لتسهيل إیجاد قيمة المتغيرات 


الأساسية » تسمى هذه الطريقة الشكل القياسى. 
تعريف(ه , "): الشكل القياسي Canonical Form‏ 


نقول إن نظاما من معادلات في الشكل القياسي إذا كانت كل 
معادلة نحتوي على متغير ذي معامل 1 في هذه المعادلة و 0 في بقية المعادلات. 
في المثال التالي نشرح بالتفصيل طريقة السمبلكس ونبين آلية عمل هذه الطريقة 
مثال١8‏ , 2 
أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلکس : 
و21 + max 2 =X,‏ 
ايع + Sk E‏ 
3 > ر2 + ر۔۔ 
FESO‏ ع 
S10‏ + ڑ2 


NE یڑ‎ 


ا لحل 
(۳,۲). بعد ذلك نقوم بعمل ا خطوات الأربع السابقة لإيجاد حل لهذه المسألة. 
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شكل (؟,") 


نعلم أن طريقة السمبلكس سوف تبدأ بحل أساسي مقبول وهو ال حل البدئي ؛ 
وللحصول عليه نقوم في البداية بتحويل المسألة إلى الصيغة القياسية. 
تحويل المسألة للصيغة القياسية 

ما أن جميع قيود هذه المسألة على الصورة ">"ء إِذَا يلزم أن نضيف متغيرا 
مكملاً لكل قيد من القيود الأربعة ؛ وذلك للحصول على الصیغة القياسية» كما نقوم 
بكتابة دالة البدف بالصورة : 


لاح عه لب 


مقدمة فى البربحة ا خطیة 


0= وعد - و MAX‏ 
+R FRE =1‏ اڈ 
3 = روط وغ وت 

FFs +8, =0 

0ع ,3+ مو لد دا 


=O YE =2‏ عي 
4ء ز7ز 


هذه الصيغة القیاسیة يمكن التعبير عنها على شکل جدول (0۸0۵0٥|ا٥ا)‏ كما هو 


جدول (۳,۲) 





في هذا الجدول» 185 ترمز لقيمة الطرف الأيمن ف المعادلة (ع510 .(right hand‏ 
نلاحظ أن نظام المعادلات الخطية في الجدول السابق كان على الشكل القياسي لأن 
معامل 2 في الضف 100 يساوي 1 وق بقية المقوف يساوي ضقرا. ينما معام 
۱د في الصف ۸٠۷1‏ يساوي 1 وف بقية الصفوف يساوى FF‏ وكذلك الخال 
بالنسبة ل رک و5 و ہک في الصفوف 2 ۴٥۷‏ ء 3 1508 و 4 R 0W‏ على الترتيب. 
الآن نختار هذه المتغيرات لتكون هي المتغيرات الأساسية ؛ إذا: 


ل وی یو ا 12 - ۷ 


رة اسای 8م 


ومن ثم تكون المتغيرات و غير ساسا أى أو 
ا NEV‏ 


بهذا الا خضار للتغیرات الأساسية وغیر الأساسية بافكاتيا غاد قيمة الغ انت 
الأساسية بوضع 0= ر×= ,#دء ثم حل المعادلات بالنسبة للمتغيرات الأساسية 
وقووقروقن 8 تلاحظ أن قيمة ,8 تساوی الطرف الأمن من القيد. 1 .وبشكل عام فإن 
المتغيراتك الأساسية ذائها تساوی الطرف الأيمن من القيود ؛ وذلك لأنها لا تظهر إلا في 
فيد راسد گا آن سام ها ق ذا القید تساو 1. فبلا غد أن ك هو المتغير الأساسي 
فی الضف ۸٠۷1‏ وقيمته تساوی الطرف الأيمن في هذا الصف أي 1= ,5. 

فق الحخدول (۳۸۳)ء أضننا عمودا وطعتا فة قيمة ااتغيرات الاساسیة لكل 
صف. بالنسبة للصف 180870 فإن المتغير الأساسی سوف يكون 2 ولكن لا يشترط 
أن يكون غير سالب على العکس من التغیرات الأساسية الأخرى والتی يشترط أن 


توق غير سالية. 

جدول یہ گنت 

2 وى وګ رګ رگ و3 ري‎ rhs BV 

RowO | [I] -1  -2 0 0 0 0 0 2-0 
Row 1 -[ 1 [1] 0 0 0 1 8: کک‎ 
Row 2 -1 7 0 11 0 0 | 3 
Row 3 1 1 0 0 [1] 0 وى‎ =6 
Row 4 2 1 0 0 0 U] ۱ 10 | ٍى‎ -0 


إذا ا حل الأساسى المبدئى (,685) هو الحل الذي يكون فيه 0= 2ء 1= ,ى؛ 
3= رگ 6ع توىء 10 - ریب 0= ,¥› 0 - .-3. نلا حظ أن هذا الحل يتمق مع 
النقطة ۸. 


۸۲ : 'مقدمة في البرمة الخطية 


هل هذا اخل الأساسي المبدئي أمثلي؟ ? Is the Current BFS Optimal‏ 

متى ما حصلنا على حل أساسي مبدئي» فإننا نحتاج لتحديد ما إذا كان هذا 
الحل أمثليا أم لا ؛ إذا لم يكن الحل أمثليًا » فإننا نحاول البحث عن حل أساس مقبول 
جاور تكون عندہ قيمة دالة الہدف أكبر من ا حل ا حالی. 

وللقيام بهذه الخطوة؛ نحاول أن نحدد ما إذا كان هناك طريقة لزيادة قيمة دالة 
البدف عن طريق زيادة أحد المتغیرات غير الأساسية من قيمته الحالية وهي 0ء وإبقاء 
بقية المتغيرات غير الأساسية مساوية للصفر. نلاحظ أن دالة الہدف ,+2 + ,برح 2 
بالامكات زيادتها ينيادة ,© ای رت ولشرشى آنا ڑوت دار 1 واقہتا م هساوية 
للصفرء فی هذه الحالة قيمة 2 سوف تزداد بمقدار 1. وبنفس الطریقةء لو أننا زدنا ,× 
بمقدار 1 وأبقينا ,× مساوية للضغرء فان قيمة 2 سوف تزداد بمقدار 2. إذا 0= < 

وللبحث عن حل أفضل نقوم باختيار حل أساسي مقبول مجاور ,515 بحيث 
تكون دالة البدف عند هذا الحل أكبر منها عند ,515. ولكي نقوم بذلك» نحتار أحد 
المتغيرات غير الأساسية ليكون متغيرا أساسيا ويسمى التغير الداحل ) Entering‏ 
٥۷ء‏ كما نقوم باختيار أحد المتغيرات الأساسية ونجعله متغيرًا غير أساسي 
ویسمی التغیر ا مخارج „(Leaving Variable)‏ فيما يلي نبين الطريقة التي يتم بها اختيار 
المتغير الداخل والمتغير الخارج. 


غديد المتغير الداخل Determining the Entering Variable‏ 
لتحديد المتغير الداخل نلاحظ أن دالة البدف ر×2+ ,×= 2 سوف تزداد 
مقدار وحدة واحدة إذا زدنا ,× بمعدار وحدة واحدة بینما تزداد 2 بمقدار وحدتين إدا 


زدنا 2 مقدار وحدة واحدة. 


طريقة السمبلکس A‏ 


من هنا نلاحظ أنه من الأفضل اختيار ,× كمتغير داخل. وباختصار فإننا نختار 
ا متغير الداحل رفي مسألة القيمة العظمی "13م ليكون ا متغير غير الأساسى الذي معامله في 
الصف 108070 أكبر ما يمكن بإشارة سالبة (إذا كان هناك أكثر من متغير يحقق هذه 
ا لخاصية» نختار أيّا منهم بشكل عشوائي ليكون متغيرًا داخلا). نلاحظ في مثالنا السابق 
أن معامل ر× فی الصف ۸٠۷0‏ كان مساويًا ل 2- ء وهو أكبر عدد بإشارة سالبة. 
ومنه فان ,× سوف يكون متغیرا داخلا. وعليه فلابد أن نختار متغیرا اماما ليكون 


متغيرا غير أساسى. كيف نحدد ا متغير ا خار ج؟ 


تحديد المتغير الخار ج Determining the Leaving Variable‏ 
لتحديد المتغير الخارج » يلزمنا معرفة أكبر كمية نستطيع أن نزيد بها ر × بحيث 
تظل جميع المتغيرات الأساسية الأخرى غير سالبة. نلاحظ أنه عند زيادتنا ل ,× فان 
قيمة المتغيرات اة وکو ووک سو قا تع أ أن زيادة المتغير × قد تؤدى 
إلى جعل أحد المتغيرات الأساسية سالبا. ولملاحظة ذلك ننظر إلى الصف 11011 › 

والذي يمكن كتابته بالصورة التالية : 
[ 7-2 ىف خخ بوب 

ولان ×× متغير غير أساسي ؛ إذا 0 > ,× . وتصبح المعادلة 1= ری+ ر×. وا 
أن ہد سو رق معني نایا قاق ایگ ,د موف فير فلا ل و وا + مقنار ا 
فان ں5 سوف تصبح مساویة للصفر. بینما لو زدنا ,× بمقدار 2 فإن رد سوف تساوىي 

[-۔ء ... وهكذا. 

ما أننا نبحث دائمًا عن حل أساسي مقبول إِذا لا بد أن تكون قيمة ,5 غير 

سالیة. أى 20 .وتە مضل غلی: ۱ 


1 22 وت 60ت کا رق 


N 


مقدمة في البر جحة الخطية 


وبتطبيق هذه الطريقة على بقية الصفوف نحصل على الشروط التالية : 


RoWwZ: Fg = 3-2. 20 E2 
Row3: sS,=6-x, 20 08ء ٭ یت‎ 
Row4: s,=10-x, 20 لا ےک سے‎ 


إذا أكبر كمية نستطيع بها زيادة رد ھی 1“ (10 ,6 ,3/2 ,1)صنھ ؛ وذلك 
لأننا لو زدنا × بمقدار أكبر من 1 لأصبحت ,5 سالبة ولن يكون الحل الأساسي 
النائج مقبولا. 

نلاحظ أن الشروط على ر× في الصف 1 ھی عبارة عن حاصل القسمة 
التالى : 1 


و 


rhs 


سس س ت سس با 72770 
معامل المتغير الداحل 


أي حاصل قسمة الطرف الأيمن في الصف 7 على معامل المتغير الداخل فی 
الصف 1 بشرط أن يكون معامل المتغير الداخل موجبًا (لو كان معامل المتغير الداخل 
سالبا أو مساويا للصفر فإن المتغير الأساسی في هذا الصف سوف يظل موجبًا مهما زدنا 
قيمة المتغير الداخل»ء أي أنه لا يوجد قيود على الكمية التي نستطيع بها زيادة قيمة 
المنفير الداخل كما سوف بین ذلك بالنفضيل لأحقا): یی هذا آلآخیار اخسار 
النسبة (1650 16880). بعد ذلك نحتار المتغير الخارج ليكون المتغير ذا اختبار النسبة 
الأقل ء فمثلا : 


في الصف 1 RoW‏ ید أن الخد الأعلى لزيادة و هو 121/1 
فى الصف 2 سه۸ د أن الحد الأعلى لزيادة ,× هو 3/2 


ف الصف 3 80۷ ند أن الحد الأعلى لزيادة 
فی الصف 4 180۷ نجد أن الحد الأعلى لزيادة 


۰× هو 6/1 =6 
د* هو 10/1= 10 


طريقة السمبلکس Ne‏ 
الآن نختار ا متغیر الخارج ليكون المتغير الذي فيه اختبار النسبة أقل ما يمكن. وق 
هذه ا حالة المتغير الخارج هو ,5. نقوم الآن بإضافة اختبار النسبة للجدول السابق 


جدول (٣؛٤,٣)‏ 





EE F&F 3 0 0 rhs BV Ratio‏ ا٢١‏ چ 
O O0 O0 O E se‏ ارال آده | ] 
11[ [ - ری 1 0 0 0 1 ٦‏ 1۔ 
2 وك 3 0 0 1 0 1- 
6 6 وی 6 0 1 0 0 1 1 
09 ایق گگا 1 0 0 0 1 2 


إذا ود هو ا متغیر الداخل و ,5 هو ا تغیر ا خارج كما هو واضح في ا جدول 
السابق. ويسمى العمود الذي يحوي ا تغیر الداخل ء العمود انحوري (pivot column)‏ 
ویسمی الصف الذی يحوى المتغیر الخارج ؛ الصف ا شحوري(٢۱۷٥‏ 01704) . وأخیراء نطلق 
على العنصر الناتج من تقاطع العمود ا حوري بالصف ا حوري اسم العنصر 
انحرري(6۲01) (pivot‏ . 

في الجدول )۳,٤(‏ قمنا بوضع علامة [ ] على كل من ا تغیر الداخل : أصغر 
عدد في اختبار النسبة وكذلك العنصر ا حوري. للانتقال من ا حل الأساسی ,5ط إلى 
حل أساسي آخر ر5 نقوم بجعل 22+ تشب أ آساسرا شمچاویا للواحد (أصغر عدد في 
اختبار النسبة) وذلك في الصف احوری [1. ولعمل ذلك» نقوم باستخدام 
العمليات الصفية (301008٥٥0ہ (row‏ لكي یکون معامل رکا تسار یا للواحد في الصف 
71 بيئما معامل ,× يساوى 0 في الصفوف الأخرى. تسمى هذه العملية ‏ نحوير 


. (pivot) 


۸٦‏ مقدمة ف البربحة الخطية 


لكي نقوم بعمل تحویر للعنصر الحوري نستخدم طریقة جاوس جوردن للحذف 
Jordan elimination)‏ -1155ة6) والتی يمكن تلخیصھا کالتالی : 

١‏ ضرب الصف ا حوري بعدد ثابت غير صفري وذلك لجعل العنصر 

احوری مساويا ل 1. 

٦‏ ضرب الصف ا حوری في عدد وإضافته إلى الصفوف الأخرى لجعل 

جميع عناصر العمود ا حوري مساوية للصفر ماعدا العنصر ا حوري. 

في مثالناء نجد أن معامل ,× في الصف 7۹0۷۷1 يساوي 1 إِذا هذا الصف جاهز. 
ولکی نجعل معامل و × يساوي صفرا في الصف 0 ۸0W‏ نقوم بضرب الصف ۸0۷1 
في العدد 2 وجمعه مع الصف 0 ۸٥W‏ ء وكذلك نقوم بضرب الصف 0۷۷1 في 2- 
وجمعه مع الصف 2 1۹0۷ء ثم قوم بضرب الصف 1 ۹۷۷ في [- وجمعه مع 


الصف 3 180۷ء وأخيرًا نقوم بضرب الصف 1 80٦۷‏ في 1- وجمعه مع الصف 


4 فتعصل على انول (۷۳,۵: بوالتی یکوٹ فيه ر× متغيرا آساسيًا في 
الصف 150591 قيمته 1. 


جدول (۳,۵). 





طریقة السمبلکس ۸۷ 


الذي حصل في هذه ا خطوةء أن ر× انتقل من قائمة ا متغیرات غير الأساسية إلى 
فائعة المتقيرات الأساسية ينها انتغل 32 من اترات الأساسية إلى المتغيرات غير 


الأساسنة, 
BV NBV‏ 
رت ج ,ی 
Xx,‏ 7 
ود 
و 


أي أن المتغيرات الأياسية ٤‏ هذه المرحلة ھی را ای اب 3 BY SE‏ 
والمتغيرات غير الأساسية (,ى,,<)-7187. إذا الحل الأساسي المقبول الثاني ركا هو 
الحل الذي تكون فيه قيمة ا متغیرات کالتالی: 2= 2؛ 0= یىی 1- رىء 5= وی 
9= وىء 0= رد 1= ر×. نلاحظ أن هذا الحل يتفق مع النقطة 8. 


الشكل (۳,۲)ء ثم بعد ذلك كان هناك احتمالان للنقطة ا ٹجاورۃ التالية» فإما أن تنتقل 
إلى النقطة 8 أو النقطة ۴. في هذا ا مثال؛ تم الانتقال إلى النقطة 8 لأن معامل × في 
دالة البدف ,82د 5= أكبر من ععامل. ,**. إذا طريقة السمیلگس سوف تسرك 
في الاتجاه الذي تزيد فيه قيمة × لنصل إلى النقطة الحدية 8. 

ولتحديد ما إذا كان الحل ,885 أمثلياء نقوم بحساب قيمة 2. فمن الصف 
الأول : ول ان قراح زوع سے 7 ونلاحظ هنا أن زيادة راگ سوف يقلل من قيمة 


2 بيئما زيادة 06 سوف يزيد من قيمه 2 (أو مباشرة من الجدول نجد أن معامل 7 


AA‏ مقدمة في البربحة الخطية 


هو أكبر عدد بإشارة سالبة في الصف ۸٠۷0‏ ). إذا نختار ,× ليكون المتغير الداخل. 


S4 Ths BV Ratio‏ ہگ وك 





اك 2 0 0 0 2 0 3- 1 
Xx, -1 -‏ | 0 0 0 1 1 1- 
[1] ۱ ءیۃقھ | 0 0 1 1- 0 [1] 
ظا وق 5 0 1 0 1- 0 2 
3 و وق و 1 0 0 3 0 3 


في الصف الثانى وضعنا علامة '- مكان اختبار النسبة ومعنى ذلك أنه في 
هذا الصف لا يوجد أي قيد على ,× وذلك لأن معامل ,× فی هذا الصف سالب. 
لتوضيح ذلك تد أن الشرط على ,× في الصف الثاني هو 1- ,5+ 3+ «-ء 
ولكن ,5 متغير غير أساسي فقيمته تساوي 0ء ومن كم يمكن كتابة هذا الشرط 
بالصورة ,»1 ا ولان 50 إذا ع سوف یظل وجا مهما ردنا ,× ؛ إذا 
في هذا الصف لا يوجد أى .هد أعلى لزيادة ,× (وبالمثل لو كان معامل ,× يساوي 
صقرا مغلا ق أحد الصقرفقه إل عله الخالة ,د لی تظهر ق عتا الضف وعليه ٹھڈا 
الضف لا يمثل أى شرط على ا 

إا المتغير الداخل في هذه الحالة هو ,× ولأن أقل اختبار نسبة ظهر ف الصف 
الثاني » إِذا الصف الثاني هو الصف المحوري» فيكون المتغير رك هو المتغير الخارج. نقوم 
الآن بتحوير الصف الثالث بالنسبة ل ,× (أي نضع معامل ,× مساويا للواحد في 
الصف الثاني ء وسا الم ق الم ف الأعري] سس حل اهر و 


4 rhs BV ۹90٥ 


ذا 
اس 
اس 
الي 
2 
Ln‏ 
سے 
2 
ی 
2 
ييا 
سی 





دو 5 0 0 3 یہ 0 0 |1 
2 كر 2 0 0 1 [- 1 0 
X= -‏ 1 0 0 1 2- 0 1 
[1] 23 وی 3 0 ۱ 2- [3] 0 0 
5ا 6 5 1 0 3- 5 0 0 


الذي حصل في هذه الخطوة أن ,× قد انتقل من قائمة المتغيرات غير الأساسية 
إلى قائعة المتغيرات الأساسية بیٹما انتقل المتقير وة من التغیرات الأساسية إلى المتقيرات 


كين الأساحية 
BV NBV‏ 
x,‏ لے 
3 ج بی 
و 
34 


BV - فلم المرحلة أصبحت الات الأساسية رق ئا‎ ٤ 
625, والمتغيرات غير الأساسية ر۶ رN8۷=)5 . إذا الحل الأساسي المقبول الثالث‎ 
هو الحل الذي تكون فيه قيمة المتغيرات کالتالی: 5= 2, 0ح ہیں 0ح رىء‎ 
.0 وىء 6- وىء 1= ×» 2= ر×. نلاحظ أن هذا الحل يتفق مع النقطة‎ =3 

ولتحديد ما إذا كان هذا الحل أمثليًا نلاحظ أن معامل ؛5 في الصف 0 18018 
من الجدول (۳,۷) عدد سالب» إِذا نستطع زيادة دالة الہدف 2 بزيادة قيمة رد أي 
أن |5 سوف يكون المتغير الداخل. ولتحديد المتغير الخارح نقوم بعمل اختبار النسبة 
كما هو مبين في الحدول الاق قتحد. أن الضف آ Row‏ و 2 Row‏ لا ثلان أي قيد 


5 مقدمة في البربحة الخطية 


على المتغير ,5 بينما نجد أن الصف 3 180 لا يسمح بزيادة ا أكثر من 1 والضفب 
Row 4‏ لا یسمح بزيادة وگ اکر سی 6/5 إِذَا الصف 3 Row‏ هو الصف احوری 
وعليه فإن ,5 هو المتغير ا خارج. ومن ثم نقوم بعمل تحویر للصف 1۹0۷3 بالنسبة 
المي 3ء اق رع فى ادل ار 


جدول (۳,۸). 





الذى حصل فی هذه ا خطوۃ أن ,5 قد انتقل من قائمة ا متغیرات غير الأساسية 
إلى قائمة المتغيرات الأساسية ينما انتقل المتغير وة من التغیرات الأساسیة إلى المتقيرات 
غير الأساسية ؛ إِذا الحل الأساسي المقبول الرابع ,645 هو الحل الذي تكون فيه قيمة 
المتغيرات کالتالی: 9= 2ء 1- ری 0ح ودىء 0- وى 1 روىء تر 
3 - ر ×. نلاحظ أن هذا الحل يتفق مع النقطة (1. 

ناتی الآن للسؤال المعتاد هل هذا ا حل أمثلي؟ الجواب نعم. والسبب أن معاملات 
المتغيرات في الصف 0 جميعها غير سالبة. ولتوضيح ذلك نلاحظ أن : 


5- و =2 


طريقة السمبلكس 5 


الآن لو زدنا ابا ند وى أو وک فان قيمة سوفه لقا . إذا الحل الذي توصلنا 
إليه 9= 2 » هو ا حل أمثلى. وتكون فيه قيمة ا متغیرات كالتالي : و جو 1د ہی 
به لاج بجی ےہ وع ڑے جو وح 

پسس المدول #43 جدولا اما وذلك لاه له يوعد قير غير آساسی 


ِکن أن يزيد من قيمة 2. 0 
تعريف(7",5): الجدول الأمثلي ڊ; Optimal Tableau ( "max"‏ 


يكون جدول السمبلكس أمثليًا فى مسألة القيمة العظمى "×4" إذا 
كانت معاملات المتغيرات غير الأساسية فی الصف 0 1۹0۷ غير سالبة. 


في المثال السابق وضحنا خطوات طريقة السمبلكس لحل مسألة القيمة العظمى 
"13" بالتفصيل . الآن ناخذ مثالا على مسألة قيمة صغرى "1012" ونبين كيف 


يمكن حل المسألة باستخدام طريقة السمبلكس : 


قال 6.59 
باستخدام طريقة السمبلكس » أوجد حل المسألة التالية : 
+X,‏ 3- ح تج min‏ 
ڈو ا ہج ناڈ 
8 > +25۱ 
Ry 20‏ 
الحل 
هناك طريقتان لحل المسألة ؛ الطريقة الأولى تعتمد على تحويل المسألة إلى مسألة 
قيمة عظمى وحل المسألة ومن ثم إیجاد ا حل لمسألة القيمة الصغرى. الطريقة الثانية 


55 مقدمة في البريمة الخطية 


تستخدم طريقة السمبلكس مباشرة لحل مسألة القيمة الصغرى مع تغيير شرط ا تغیر 
الداخل. 


الطريقة الأولى 
نلاحظ أن الحل الأمثلى لبذه المسألة هو النقطة (×,ر×) الموجودة فى منطقة 
ا لحل والتى نجعل الدالة +X»‏ ,×3-= 2 أقل ما يمكن. من الواضح أذ هلع اڈ 
سوف تجعل الدالة و×- ,×3= 2- أكبر ما يمكن (لاذا؟). أي أننا ی00ا 
السابقة عن طريق إيجاد قيمة 2- والتي تحقق 
م - ,38 ع 2- max‏ 
8و FF‏ ہل ات 
FESS‏ 
EU‏ 8× 
المتغير الأساسي في الصف ۸٠۷0‏ هو -. نقوم الآن بإضافة متغيرات مكملة على 
القیود ثم نضعها في جدول فنحصل على الجدول (۳.۰۹). 


.)۳,۹( جدول‎ 
rhs BV Ratio 


| 
.ا 
بج 
س 
اس 
كل 
س 
س 
لی 





في الجدول السابق محل أن 4 سوف یکون متغيرا داخلا بینما رد سوف يكون 


تی ا شارجا . تم نقوم ر بعمل تحویر للعنصر 2. فنحصل على الحدول ( ARE‏ 


طریقة السمبلکم ۹۳ 





فقتس ا 3/2 0 5/2 0 0 
1= ری 1 172 | 1/2 0 
4ك x‏ 4 1/2 0 172 1 


الجدول ),٠١(‏ هو جدول أمثلى » فيكون الحل الأمثلي لمسألة القيمة العظمى 
هو 2ے "جس 0 و كت و لات و 4ے ہق إذا جل الال الأصلية 


سوف یکون 2-ے ای آات جو ڑے ون نات رو لنت عق 


نستطیع تلخیص الطريقة الأولى أنه عند حل مسألة قيمة صغرى» نقوم بضرب 
دالة البدف في 1- ثم حول المسألة و 2- 13183 . وبعد أن نحصل على الحل الأمثل 
لسألة القيمة العظمى نقوم بضرب ال حل الأمثل لدالة البدف في العدد 1- . أي أن : 


ج - 11233362 - - 11111127 


الطريقة الثانية 

نستخدم طريقة السمبلكس لحل هذه المسألة مع الأخذ بعين الاعتبار أننا نختار 
المتغير الداخل ليكون المتغير ذا الإشارة ا موجبة الأ كبر ف الصف 0 سه۸ . ونتوقف إدا 
كانت جميع الأعداد في الصف 0 Row‏ أقل من أو شاو الصفر. 

ندا الآن حل هله الا باستخدام طريقة السفيلكس. بعك إضافة متغيرات 
مكملة للقيود نستطيع كتابة الضيغة القياسية للمسألة على شکل جدول كما هو 


1٤‏ مقدمة في البريحة الخطیة 


.)",1١( جدول‎ 
2 lx, J XxX ہگ ف‎ rhs BV Ratio 





في الحدول (۳۰۱۰)؛ ك ن 3 اهو أكبر علد باشارة موجة: اذا ,× سوف 
رکون فا اک د ضا ےہ سوال یکی مکی ا خارزحا لآق آخیار النسبة يساوى 4 
وهو أصغر عدد. ثم نقوم بعمل تحویر للعنصر 2. فنحصل على ادو ۲7 


جدول 4117 





الجدول (7,17) هو جدول أمثلی لمسألة القيمة الصغرى لأن جميع المعاملات 
في الصف 160780 غير موجبة. إِذا الحل الأمثلی لبذه المسألة سوف يكون 
3ه عع الات ہف 1ك رهن الاك ونع لات ےچ 


Optimal Tableau ("mın" ( تعریف(۳,۷): الجدول الأمثلي‎ 


يكون جدول السمبلکس أمثليا في مسألة القيمة الصغرى "نص" إذا 
كانت معاملات المتغيرات غير الأساسية في الصف R0۷0‏ غير مو جبة. 


ف ختام هذا الفصل › نجد أنه من المناسب أن نوضح بعض الملاحظات المهمة 


على طريقة السمبلكس ونبين الحالات التى من الممكن أن تظهر عند حل مسائل البرمجة 
الخطية. هذه الحالات سوف نتطرق لمعظمها بشكل أكثر توسعا في الفصل الرابع (سوف 
شتصر قرا علی سا القيمة العظتی "مدد" 


آفت 


-۲ 


لا 


تعتبر طريقة السمبلکس طریقة تكرارية (تتطاتوع21 ٢٢ك٥٥]1)‏ أي تقوم 
بإعادة الإجراء للحصول على إجابة أفضل كل مرة. 

تعتمد طريقة السمبلكس على تجميع معلومات عن ا حل ا جاور للحل ا حالي 
بدلا من فحص الحلول الأخرى. 

معاملات المتغيرات الأساسية (غير 2) فی الصف الأول لابد أن تكون مساوية 
بشكل عام نجد أن طريقة السمبلكس تتوقف إذا كانت معاملات المتغيرات غير 
الأساسية في الصف الأول أكبر من الصفر. إلا أنه في بعض الحالات قد يكون 
معامل أحد المتغيرات غير الأساسية مساويا للصفر. وفي هذه الحالة نستطيع 
إدغال هذا الق لالأساس دون تیر قيمة 2 قتحضل على جل آساسی 
مقبول آخر. وبهذا تكون مسألة البریجة الخطية لبا أكثر من حل ( 1۷٢٣ءا‏ 
5 00111131) كما سوف نبین في الفصل القادم. 

إذا كانت معاملات المتغير الداخل في جميع القيود أقل من أو تساوي الصفر؛ 
ففی هذه الحالة لا يوجد أي شرط على الكمية التي نستطيع أن نزيد هذا المتغير 
بها؛ ولذلك فمسألة البرمجة الخطية فی هذه الحالة تكون غير محدودة 


.(unbounded LP) 


۹٦ 


مقدمة ف البرمحة النطية 


5- وأخيرا فإننا نعلم أنه إذا كانت قيمة المتغيرات الأساسية في الحل الأساسي 


المقبول أكبر من الصفر فإنه في كل خطوة من خطوات السمبلکس سوف تزداد 
دالة البدف. لكن لو كا أذ المتغيرات الاسناسية شاد للصفر فان دالة 
الہدف لن تتغير قيمتها في حالة خروج هذا المتغير. وفي هذه الحالة يكون ا حل 
غير منتظم (0686261216). والمشكلة التي قد تظهر هنا هي أنه من الممكن أن 
نستمر في الانتقال من حل أساسي مقبول إلى آخر دون أن تتغير قيمة دالة 
البدف. وقد نعود إلى الحل الأساسي الأول الذي بدأنا به وقی هذه الحالة يحصل 
دوران (961108©) ولن نستطيع أن نصل إلى الحل الأمثل أبدًا. 

إذا كان أحد القيود في المسألة الأصلية على الصورة < أو = أو إذا كان 
الطرف الأيمن من القيود عددا سالبا ففی هذه الحالات قد لا يكون ا حل 
المائري حلا مہنثیا عابولا لذلك يلزمنا أن نقوم بإيجاد حل أساسي مبدئی 


۹۷ 


تمارين الفصل الغالث 


(9:1؟) حول هساألة ال عة الخطية التالية للصيغة القباسية: 

max 2 =3X, + 21 

9. EES 
xı +4 <6 
6ے ررقت رہ‎ 
تی نے‎ 0 


0 مول مسا اة الحظة التالية الصيقة القياسية: 
چس تود و AX‏ 
تا ا 88 

TER, کے‎ 


xX. بجح‎ X ¬ ۷۹۰ 


(تلمیح: استبدل ,× بمتغير آخر بحيث يكون هذا ا متغیر غير سالب) 


(۳۳) امحيد حل المسألة التالية : 


max 2 - ©“ x 
st ناک عم‎ 
x> Û 
إذا غلمت أن:‎ 
2 3 41 1 60 


١ ۲ 2|, عق‎ 0 
۱ -1 60 


۹۸ مقدمة ف البر بحة الخطية 


: أوجد حل المسألة التالیة باستخدام طريقة السمبلکس‎ )۴,١( 
03276 2 5X + 3 
د 6نة‎ FR, SD 
رود‎ Te 


Rya b 


(۳.۵) بدون استخدام طريقة السمبلکس ؛ أوجد حل المسألة (7,5) إذا كانت دالة 
الہدف : 


ے, روب يدح ع Max‏ 


: أوجد حل المسألة التالية بطريقتين مختلفتين باستخدام طريقة السمبلکس‎ )۳,٦( 
min 2 - رع - ,ك4‎ 
ll 2۳ +K SS 
2ک‎ 
ma 8 


HE لاک‎ 


0 21 اوعد حل المسألة التالية باستخدام الفقحص )inspecti0¬)‏ : 


max 2 =x, 

4 = و5 E‏ 
8 - ا ox:‏ 
3ح ¥+ 3 


نا وی سی سای ہے 


-٢‏ أوجد حل المسألة في فقرة (أ) إذا كانت دالة الہدف ,×= 2 صنظ۔ 


طريقة السمبلكس ۹۹ 


(۳,۸) أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلكس : 
5 + ,ع2 + رعرع 2 max‏ 
سا ER‏ 51 
RS 3‏ 


E 0ے‎ 


(۳.۹) أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلكس : 
+X,‏ کے 2 max‏ 
E ER, ©‏ 
9و 30+ r‏ 


لڑے وی نا 


(۳,۱۰) أوجد حل المسألة التالية معتمدًا غلى ا حل الأمثل للمسألة (۳۰۹). 
max 2 =3X +X,‏ 
و ہا E AEF‏ 
i, EI 0‏ 
mU‏ 
XxX, 2-1‏ 


= 


(تلمیح: اسيك[ 5ۃ متیر آخر یت یکوت هذا المتغير أكبر من أو یساوی 0( 


(۳,۱۱) أوجد حل المسألة التالیة باستخدام طريقة السمبلکس : 
د ۳ے کل ب 2 MAX‏ 
E FER. 6‏ 
HE 3‏ 6 


SÛ‏ ان 


و٠١‏ مقدمة قي البر بحة الخطية 


50 لتکن لدينا المسألة التالية: 
Max 2 =X F2,‏ 
کے تھے E‏ 
کو کا پر 
FSS‏ و 


لاق رص ۴ 
٦‏ ارسم منطقة الحل وبين النقاط الحدية. 
٦٢‏ حدد جميع الحلول الأساسية المقبولة. 
٣‏ اربط كل حل أساسي مقبول مع النقطة الحدية التي تمثله. 
-٤‏ أوجد حل المسألة باستخدام طريقة السمبلكس مع توضيح خطوات 
السمبلكس باستخدام الرسم. 


( ۳ ان حل المسالة التالية باستخدام الفحص (inspection)‏ : 
=F, E,‏ رھ 2 MUD‏ 
0-3 . 
4 معد 0 
E‏ 


: ضع علامة صح أو خطأ أماء العبارات التالية مع التعليل‎ )۳,۱٤( 
ق مسالة القيمة الصغرى» إذا كانت قيمة دالة الہدف عند حل أساسي‎ -1 
یکون أمثليا.‎ 2/5 
قاعدة السمبلكس في اختيار المتغير الداخل تستخدم لأنها دائمًا تقود إلى أفضل‎ -٢ 
.)2 حل أساسي جاور (أي ا حل الأساسي ا جاور ذي أفضل قيمة ل‎ 


طريقة السمبلکم 11 


۳- فى اختبار النسبة نختار أصغر عدد لأننا لو اخترنا عددا أكبر لحصلنا على 
حل أساسي قد لا يكون مقبولا. 
٤‏ النفطة (1+اءا) ھی حل أساسي مقبول للنظام : 
E - 2‏ رت 
-٥‏ 
EH]‏ وت 


: الجدول التالی هو أحد جداول طريقة السمبلكس‎ -٦ 


3 


م 


ت 





9 س لن 
ل٣‏ نیا 


(7,15) اشرح السبب فى أن الطرف الأيمن كط في جدول السمبلكس لا يمكن أن 


رشن (مابع 


Special Cases of the Simplex Algorithm 


© وجود أكثر من حل 

© المسائل غير محدودة الحل 
© الحل غير المنتظم 

٭ طريقة 11- الكبيرة 

© طريقة المرحلتين 


في الفصل الثالث قمنا بشرح طريقة السمبلكس وذلك في حالة کون القيود على 
الشكل > ء كما أن المسائل المطروحة كانت وحيدة ا حل وكان الحل المبدئي هو النقطة 
0 = ×. يعد هذا الفصل تكملة للفصل السابق وسوف یتم من خلاله مناقشة الحالات 
الأخرى والتی لم تظهر معنا في الفصل السابق. 

في هذا الفصل نناقش حالات خاصة قد تظهر في طريقة السمبلكس بحيث يوجد 
للمسألة أكثر من حل » أو تکون المسألة غير محدودةء أو يكون الحل غير منتظم. كما 
نناقش الحالات التي تكون فيها القيود على الشكل < أو -. 

ويشكل أكثر تفصیلا : نخد أن طريقة السمبلكس بشکل عام تحتاج إلى تدقيق في 
كل جدول للتثبّت من أن جميع المتغيرات الأساسية لا تساوي الصفر وإلا كانت 


١.‏ مقدمة في البربحة الخطية 


المسألة غير منتظمة. ق بعض الخالات قد يكون ستاك متغيرًا داخلاً ولكن لا يوجد عليه 
أي شروط في اختبار النسبة» وفي هذه ا حالة تكون المسألة غير محدودة. وأخیرًا فى حال 
توصلنا إلى حل أمثلي فإننا نتثبت من أن معاملات المتغيرات غير الأساسية في الصف 
الأول غير مساوية للصفر ؛ فإذا كان أحد هذه المتغيرات مساويًا للصفر فان المسألة لبا 
أكثر من حل. 

كما أنه من الممكن أن تكون القيود على الشكل < أو - ء وف هذه الحالة قد 
لا يون اقل لن السئریٰ مقبولاً ول ہلا شقن طريفة 34 الگ ےۃ أو رة 
المرحلتين. 


)5,١(‏ وجود أكثر من حل 
Alternative Optimal Solutions‏ 

بينا في الفصل الثاني )۲۰٦:۱(‏ من خلال الرسے؛ أن هناك بعض مسائل 

البرجة الخطية لها أكثر من حل أمثلي. تحت هذا العنوان نبين كيف يمكن استخدام 
يقة السمبلكس لتحدید ما إذا كانت المسألة لہا حل وحيد أو لہا أكثر من حل. 

نعلم من خلال شرحنا لطريقة السمبلكس في مسألة القيمة العظمى أن 
معاملات المتغيرات الأساسية (غير 2) فى الصف الأول لابد أن تكون مساوية للصفر. 
كما أن طريقة السمبلك ى تتوقف إذا كانت معاملات المتغيرات غير الأساسية فی الصف 
الأول أكبر من أو تساوی الصفر. 

إذا كانت جميع المعاملات في الصف الأول أكبر من الصفر فإن المسألة لها حل 
وحیدء أما إذا كان معامل أحد المتغيرات غير الأساسية مساويًا للصفر فإننا في هذه 
الحالة نستطيع اعتبار هذا المتغير متغيرًا داخلا دون أن يحدث ذلك تغييرًا فی قيمة دالة 


البدف 2 ء وبذلك نحصل على حل أساسي مقبول آخر ويكون لمسألة البريجة الخطية 


أ كثر من تجل „(alternative optimal solutions)‏ 


مثال )٥٤(‏ 
سوق ناخد يعن الاعتار الثال (۲:۹)الرارد في الفصل الٹائیء حبك كانت سبال 
الہ حة الخطية معطاة بالصورة : 

max 2 =x +X, 

E RE معو‎ 5 

1 2 37 - اھ 


0 ا ہا 


والمطلوب حل هذه المسألة باستخدام طريقة السمبلکس. 


الخحل 
هذه المسألة كما بينا في المثال (۲,۹) لہا أكثر من حل؛ وهذه ا حلول هي القطعة 
المستقيمة التي تربط النقطتين (2,3) و (0,5). 

لحل هذه المسألة باستخدام طريقة السمبلکس نقوم بکتابة المسألة بالصيغة 
القياسية» ثم نضعها في جدول فنحصل على الجدول .)٦:١(‏ 


.)5,١( جدول‎ 
8910 





١ ١5‏ مقدمة في البرجة الخطية 


في هذا الجدول نستطيع أن نختار ,× أو ,× کمتغیر داخل؛ سوف نختار ,× ليكون 
ا متغیر الداخل وقي هذه ا حالة يكون ہگ متغيرا خارجا. بعد ذلك نقوم بعمل تحوير 
للعنصر ا حوری 2 فنحصل على ا جدول .)٤,۲(‏ 


۔)٤,٢( جدول‎ 
7: 1 رت‎ 8 ۸ rhs BV 1 0 





فی هذا ا جچدول نجد آن و× سوف یکون المتغير الداخل ورى سوف يكون المتغير 
ا خارج : وبعمل حویر حول العنصر ا حوری 2 نحصل على الحدول LEF)‏ 


جدول (",5). 


7 rhs BV Ratio 





نلاحظ أننا استطعتا في الجدول السابق التوصل إلى الحل الامٹل 5= "2 عتد الل 
الأساسي المقبول 0= ود ,0= ,5 ,3 - ر×,2= × وهذاالحل يتفق مع النقطة 
0053 : 

نعلم أن معاملات المتغيرات الأساسية لابد أن تكون مساوية للصفر في الصف 
0 . ولكن في هذه المسألة نجد أنه يوجد متغير غير أساسي (,؟) معامله في الصف 


0 يساوى 0. اذا بامکاننا أن نعتير رګ متغيرا داخلا دون أن يؤثر دخوله علی 


حالات خاصة ف طريقة السمبلکہ تر 


ذا 


قىمة 7 › وذلك لأننا لن ناج إلن عمل أي تغيير في الصف 0 10137 بعد ذلك 
وباعتبار د أل 6 دا خلا" نستخدم اخشاز النسة و المتغير الخارج هو , ×. وبعمل 
تحویر حول العنصر ا حوری 1/73 نحصل على ا جحدول (5,5). 


جدول (5,5). 





سی روفاك عاذ اماس ےک ہو 6- فيلات وروت ر ê‏ 
ويتفق هذا الحل مع النقطة (0,5) » وقيمة "2 عتد.هذا ا حل أيضا تساوی 5. 

ونا أثنا استطعتا إجاد علق عفن ليذه الله فالسا لہا اگٹر سے جل: 
وما أن الحلين (2,3) و (0,5) هما حلان أمثليان لبذه المسألة» إذا القطعة المستقيمة 
الواصلة بينهما هي أيضًا حل أمثلي. إِذْاء ا حل الأمثلي لبذه المسألة هو مجموعة 
النشاط : 


(1 کچ >0 ۔(05)ج.+ (2,3)()(نے-1)ے! YKY)‏ 0 


تسمی النقطة ( 7 (, ×) تر 2 صدیا ( )convex combination‏ من النقطتين (2,3) و 


(4 لات (وخ83). 


(؟,5) المسائل غير محدودة الحل 
Unbounded LP‏ 

بينا في الفصل الثاني )۲,٠,۳(‏ باستخدام الرسم أن هناك بعض المسائل التي 
تكون فيها دالة الہدف غير محدودة الحل. وذكرنا أن هذه الحالة تحدث فی مسألة القيمة 
العظمی إذا كان من الممكن إيجاد نقاط فی منطقة الحل تجعل دالة المدف 2 تأخذ قيمًا 
متزايدة دون توقف. 

تحت هذا العنوان سوف نوضح إمكانية معرفة ما إذا كانت المسألة محدودة 
ا حل أم لا باستخدام طريقة السمبلكس. إذا كانت المسألة مسألة قيمة عظمیء وكان 
معامل أحد المتغيرات غير الأساسية في الصف الأول سالبّاء فان امتقير غير الأساسى ذا 
اكيز سال ق الف الاول واقشارۃ سالية سوف رون معي ماضلا ونيف اش 
الخارج نستخدم اختیار النسبة (19860). إذا كانت معاملات هذا المتغير في جميع القيود 
أقل من أو تساوي الصفر» ففي هذه الحالة لا يوجد أي شرط على الكمية التي 
نستطيع أن نزيد بها هذا المتغير» ولذلك فمسألة البرجة الخطية في هذه ا حالة تكون 
سال غير حدودۃ الحل LP)‏ 00112060نا) . 
المثال التالي يحتوي على مسألة برمجة خطیة غير محدودة الحل : 


مثال(٤٤)‏ 
أوجد حل المسألة التالیة باستخدام طريقة السمبلكس. 


max 2 - 2, +X, 
او‎ ERS 


EE U 


حالات خاصة في طريقة ١‏ لمسعبلكس 8 . ١‏ 


الحل 
في البداية قمنا برسم القيود وتحدید منطقة الحل كما هو موضح في الشكل .)5.١(‏ وبا 
أن المستقيمين لا يتقاطعان في الربع الأول» فإن منطقة الحل في هذه المسألة تكون غير 


حدودة. 





شكل )4,١(‏ 
نقوح الآن بت بتحويل المسألة إلى الصيغة القياسية وذلك بإضافة متغير مكمل لكل قيد. بعد 
ذلك نعيد كتابة كل من دالة الہدف والقيود في جدول؛ كما هو موضح في الجدول 
(5,0). 


جدول (5,2). 


2 ات‎ E 0 5 rhs BV Ratio 





من الواضح أن ا تغیر الداخل هو ,× والمتغير الخارج هو ,5. نقوم بعمل تحویر للعنصر 
حوری 1ء فنحصل على الحدول (5,1). 


و ١١‏ مقدمة فى البر بحة اللخطية 


.)٤,٦( جدول‎ 





2 ×۴ 2١ 7 دك‎ rhs BV Ratio 
1 0 -5 0 2 3 دج‎ 4 
0 -1 1 3 ,وى‎ - 3 2 
1 -2 0 1 2 Xx, =2 - 


في هذه الحالة ر × سوف يكون ا متغیر الداخل. ولتحديد المتغير الخارج نجد أن اختبار 
النسبة لا يعطي أي قيود على الكمية التي نستطيع بها زيادة و× ؛ إِذَا المسألة غير 
عدودہ الحل. ولشرح ذلك نعيد كتابة الحدول السابق كالتالى : 
max 2 =x, - 2s, +4‏ 
کے وپ ونه پڑت lL.‏ 
رس وعد وح 1 
Pg U‏ 


ولات وه عر غير اساسى ق هذه المرحلة» إذا 0= رة ریسا كتابة المسالة 
بالصورة التالية : 
4+ ,ع5 - 2 max‏ 
3- و ےت اہ 
xX, - 2×, > 2‏ 
لا و 
أي أن القيود على الكمية التي نستطيع زيادة × بها هي : 
STER‏ 
23 +24 ح xX‏ 
نلاحظ من القيود أننا مهما زدنا و فإن المتغيرات ,د و رد سوف تظل غير سالبة. 
أي أنه ليس هناك أي شرط على الكمية التي نستطيع أن نزيد بها ر ×.إدا دالة البدف 


U 


4 - 2 سوف تكون غير محدودة لأننا نستطيع زيادتها بزيادة قيمة × والتی 
ليس عليها أي تيود. 


)٤٤(‏ اخل غير المنعظم 
Degeneracy‏ 
من ناحية نظرية » نجد أن طريقة السمبلكس قد تفشل في إيجاد الحل الأمثلي 
لسألة البريمجة الخطية. ولكن في الواقع فإنه من النادر جدًا أن تفشل طريقة السمبلكس. 
سنتكلم نحت هذا العنوان عن الحالات التي قد تفشل فيها طريقة السمبلكس. 
ف مسألة القيمة العظمی : نستطيع أن نحدد قيمة 2 الجديدة (أي قيمة 2 بعد 
عمل تحوير للجدول ا حالي) من خلال معرفتنا لقيمة المتغير الداخل ا حالی وقيمة 2 
ا حالية. العلاقة التالية هي التي تربط بين قيمة 2 الجديدة وقيمتها ا حالیة : 
قيمة 2 الجديدة = قيمة 2 ا حالیة -- (قيمة المتغير الداخل في الحل الجديد) × 
(معامل المتغير الداخل فى الصف 
RW 0‏ الخالي). 
إِذَا فى مسألة القيمة العظمی ء نجد أن زيادة المتغير الداخل بمقدار وحدة واحدة 
سوف يزيد دالة البدف 2 بمقدار - (معامل المتغير الداخل في الصف 0 0۷ 
ا حالي). كما نلاحظ أن (معامل المتغير الداخل في الصف 0 ۸0۷ الحالي) <0ء 
بينما (قيمة المتغير الداخل في الحل الجديد) > 0. نستنتج ما سبق أن هناك حالتين : 
١‏ - إذا كانت (قيمة المتغير الداخل في الحل الجديد) > 0 ء فإن 
(قيمة 2 الحديدة) > (قيمة 2 الحالية). 
٢‏ إذا كانت (قيمة المتغير الداخل في الحل الجديد) - 0 ؛ فإن 
(قيمة 2 الجديدة) = (قيمة 2 الحالية). 


1۹ مقدمة فی البربحة ا خطیة 


٤‏ جميع المسائل السابقة كانت قيمة ة المتغيرات الأساهية اة ن الصمفر دائما. 
وی هذه الحالة تسمى مسألة البرجة الخطية مسألة منتنظلمة (nondegenerate LP)‏ إذا 


كانت المسألة منتظمة» نجد أن قيمة 2 سوف تزداد في کل جدول عن الجدول الذی 
يسبقه ؛ أي أنه من المستحيل »؛ في حالة المسألة المنتظمة» أن نحصل على نفس الحل 
الأساسي المقبول في جدولين مختلفين. ولبيان ذلك نفرض أن قيمة 18- 2 عند الحل 
الأساسي المقبول ,8/5 ء بعد عمل تحوير والحصول حل أساسي مقبول آخر ,8/5 
نجد أن قيمة 2 عند هذا ا حل سوف تكون 18< 2. ولأنه من المستحيل أن تقل قيمة 
2 في الحداول التالية » اداه من المستحيل أن نعود للحل ,8/5. ولأن عدد الحلول 
الأساسية المقبولة منتعء إِذا فى هذه الحالة نضمن أن نصل للحل فى عدد منتهه من 
الخطوات. ولكن إذا لم تكن المسألة منتظمة:» فإنه من الممكن أن تفشل طريقة 
السمبلكس في الوصول للحل. 


تعريف :)5,١(‏ عدم الانتظام Degenerate‏ 


نقول إن مسألة البرجة الخطية غير منتظمة» إذا كان هناك على الأقل حل 


أساسي مقبول بحیث يكون فيه أحد المتغيرات الأساسية مساویا للصفر. 
نأخذ الآن مثالا نوضح فيه أحد حالات عدم الانتظام. 


مال ٤,۳‏ 
أوجد حل المسألة التالیة : 


الحل 


حالاات خاصة في طريقة السمبلکس 


max 2 = 6X, + رڈ‎ 


+X, 3 
0س رتا‎ E0 


لے وب 


5.1. 


EFE 


بعد تحويل المسألة إلى الصيغة القياسية سوف نحصل على حل أساسي مقبول يكون فيه 
المتغير الأساسي وہ مساويا للصفر ؛ إِذا هذه المسألة غير منتظمة. نبين الآن كيفية حل 
هذه المسألة باستخدام طريقة سپا ونشرح الصعوبات التي قد تواجهنا لكون 


هده اة غير منتظمة. 


BV - 90٥ 
2= 
ری‎ =3 3 
وى‎ =0 ]0[ 


رس 


62 سم تتح 


کی 
5- 


-2 


ا 





من الجدول السابق يتضح أن المتغير الداخل سوف يكون ,× بينما المتغیرالخارج م 5. نقوم 
الآن بتحوير العنصر 1 في الصف 2 ۸0W‏ » فنحصل على الجدول .)٤,۸(‏ 


جدول (5,8). 


BV Ratio 


| يط ها 
|| 


]1[ 


|| 
20> نيا ی 


سے 
|| 


rhs 





نلاحظ في الجدول السابق » أن قيمة المتغيرات الأساسية 2 و ,5 لم تتغير» والسبب في 
ذلك أن ا متغیر الخارج في الخطوة السابقة كان مساويًا للصفر. في الجدول »)٤,۸(‏ سوف 
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يكون رع متقيرا فالا وک متغيرا خارجا. وبعمل تحویر للعنصر 3 غصل على 
الجدول الأمثلي (5,1). 


.)4,4( جدول‎ 
3 5 rhs BV Ratio 
17/3 193 17 z= 0 
1/3 -1/3 1 ×= 
273 1/3 2 کے‎ 


“J 


نم پل 





وبماآن جميع الأعداد في الصف الأول غير سالبة» إذا الحل الذي حصلنا عليه 
7= 2 هو حل أمثلى وبذلك توصلنا إلى حل السؤال. 2 


الآن نستطيع توضيح السبب في أن طريقة السمبلكس قد تواجه صعوبات عند 
حل مسألة برمجة خطية غير منتظمة. 

لنفرض أننا بدأنا محل مسألة برجة خطية بحیث يكون الحل الأمثل فيها 
5= 2. وليكن الحل المبدئي هو الحل الأساسي المقبول ,545 وقيمة دالة البدف عند 
هذا الحل 10- 2. نظرا لأن هناك متغیرا أساسيا واحدًا على الأقل مساويًا للصفر فإنه 
من الممكن أن ننتقل إلى حل أساسي آخر ,885 ء وتكون قيمة دالة الہدف عند هذا 
الحل 10= 2ء ثم بعد ذلك ننتقل إلى حل أساسي آخر ,885 » وتكون قيمة دالة 
البدف عند هذا الحل 10= 2ء وهكذا ...؛ المشكلة التى قد نواجهها أن طريقة 
السمبلکس قد تعود بنا إلى ا حل الأساسي المبدئى ,15 وهنا يحدث دوران (عھنا۷). 
في حالة حدوث دورانء فإننا سوف نستمر بالدوران إلى ما لا نهاية فى مجموعة من 
المتغيرات الأساسية المقبولة ولن تتغير قيمة دالة البدف أبدا؛ أي أننا لن نصل أبدا إلى 
9 ٭8.- 


حالات خاصة في طريقة السمبلكس ١16‏ 


لناخذ مثالا آخر يبين لنا كيفية ظهور الحل غير المنتظم على الرغم من أن 
الجدول المبدئى لا يحوي متغيرا أساسيا مساويا للصفر. 
مٹال )٤,٤(‏ 
200 نے KZ‏ 

اک چرچ پرڑے اہ 

2 > و + 282 - 

3 وچ وہ 

ERS SD 

Ry 0‏ 
اخل 
في البداية نقوم برسم | لمستقيمات التى تحدد م: منطقة الحل كما هو موضح في | لشكل 
(,4). نلاحظ أن النقطة ٣‏ هي عبارة عن تقاطع ثلاثة مستقيمات. 


سد 
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لحل هذه المسألة باستخدام طريقة السمبلكس» نقوم في البداية بكتابة مسألة البرمجة 
الخطية في الصيغة القياسية ثم بعد ذلك نضعها في جدول؛ كما هو موضح في الجدول 
E5)‏ 


.)4,٠١( جدول‎ 





S84 hs BV 0‏ وى رگ رگ 
ظ سج fF O‏ 0 0 0 
1 1= ںی 1 0 0 0 1 
2 2 ح ہی 2 0 0 1 0 
3= وى 0 1 0 0 1 1- 
15 3-215 جا 1 0 0 0 1 5 


نلاحظ أن الحل الأساسي المقبول الأول ,5/5 يتفق مع النقطة 4 الموضحة في الشكل 
(؟.5). فی هذه الحالة نجد أن المتغير ر × سوف يكون هو المتغيرالداخل بينما ,5 
سيكون متغيرا خارجا. وبعمل تحوير للعنصر 1ء حصل غلى الجدول .)5.,١1١(‏ 


.)4,١١١( جدول‎ 


rhs BV Ratio‏ وگ رګ ہگ 
2-3 2 0 0 0 

0 0 0 1 X= - 

1 1 ح- زی 0 0 1 

0 1 0 2 وى‎ = 1 
U FF 1 U KE 8 





أي أننا انتقلنا الآن من الحل الأساسي ,8/5 إلى حل أساسي آخر ,5/5 وهذا ا حل 
متفق مع النقطة 8. ولتحديد المتغير الداخل » نلاحظ أن قيمة معامل ,× هى أكبر عدد 
بإشارة سالبة في الصف 1800ء إِذَا ,× هو ا تغیر الداخل. نلاحظ في هذا الجدول 


حالات خاصة في طريقة السمبلكس 11 


أمرا مهماء وهو أن اختبار النسبة في الصفين 10۷۷3 ,2 180۷۷ يساوي 1 ؛ إِذَا نستطيع 
ان غقار آنا من المتفيرين. سيره ايكوة مير حاريًا. وسوف قار ف اليتون ا 


جدول (؟7١,2).‏ 





rhs BV Ratio‏ یب 8 52 7۷ ہ6 X‏ چ 
۱ #صور و 0 2 O0 SS FT‏ 2 |1 
XxX, =4‏ 4 0 0 3 2- 1 0 
1= .¥ 1 0 0 1 1- 0 1 
0 اک 0 0 1 2- ]11[ 0 0 
677 6ترى 6 0 0 8 71 0 10 


نلاحظ في الجدول السابق أن قيمة 0= ود ء أي أن هذه المسألة غير منتظمة. كما 
نلاحظ أيضا أن الحل الأساسي ,5/5 يتفق مع النقطة © . في هذا الجدول؛ نجد أن 
المتغير ں5 سوق يقوة عق ا دالاو > متغیرا خارجا. ولأن المتغير ا خارج متغير 
مكمل قيمته تساوي 0 ؛ إِذا قيمة الحل الأمثل في الجدول الجديد لا بد أن تتفق أيضًا مع 
النقطة 0)» كما أن قيمة المتغيرات الأساسية الأخرى و5.ر*.,*, 2 لن تتغير في الجدول 
الجديد والمتغير الداخل ,5 سوف تكون قيمته مساوية للصفر. نقوم الآن بعمل تحوير 
للعنصر 1ء فنحصل على الجدول (5,17). 


.)٤,۱۳( جدول‎ 


2 وى وگ 5 7 وھ لد‎ rhs BV Ratio 
[| # 6 5 BB 5 0 9 ga 0 
0 1 0 ہد 4 0 2 [۔‎ 4 -ِ 
1 0 0 -1 1 0 | Xx, =1 1 
ÛU Û 1 Û 14 Û 8 GaN د‎ 
0 0 0 [6] -7 1 8 6ای‎ 1 
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نلاحظ في هذا الجدول أن قيم المتغيرات الأساسية لم تتغير وبالأخص أن قيمة 
ع ظلت ثابتة. هذا الحل الأساسي ,5/3 يتفق مع النقطة © ؛ وسبب ذلك أن النقطة © 
كانت تقاطع أكثر من مستقيمين كما هو واضح في الشكل .)٤,۲(‏ في الجدول السابقء 
به موق كلوق سی اغلا و رو عقي ارجا وسل وير تسس اشوریى 8ء 
تخضل على الحدول .)5,١5(‏ 





X2 یگ ړک رګ بک‎ rhs BV 
5 O 0 3 12 12 © 
| 0 0 56 16 5 در‎ 5 
0 0 0  -1/ 6 1/6 2 2ع‎ 
0 1 0 -43 1/3 2 2-,ى‎ 
0 0 1 -7/6 1/6 1 درى‎ 


هذا الجدول جدول أمثلي لأن معاملات الصف 10/0 غير سالبة» وبهذا 
تنتهى طريقة ال عا كت بإيجاد الحل الامٹل 2 - 77 عند النقطة (1. 


ملاحظة 

في المثال السابق كانت النقطة € عبارة عن تقاطع ثلاث مستقيمات لذلك فإن 
طريقة السمبلكس اعتبرت أن النقطة © تقاطع المستقيمين الأول والثاني » ثم تقاطع 
المستقيم الثاني مع المستقيم الثالث ونتج من كلك لان أساسيان متفقان مع النقطة © 
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وبشكل عام نستطيع إثبات أنه لكي تكون مسألة البرمجة الخطية ب ۸ من 
المتغيرات غير منتظمة › فإنه يلزم أن يتقاطع 1 من القيود على الأقل عند نقطة 


)٤,٤(‏ طريقة 34 الكبيرة 


The Big M Method 
نعلم أن طریقة السمبلكس تعتمد على اختيار حل أساسي مقبول مبدثیا ذإط‎ 
ثم الانتقال إلى حل أساسي آخر. في الأمثلة السابقةء كنا نوجد الحل الأساسي المبدئي‎ 
باستخدام المتغيرات المكملة كمتغيرات أساسية ؛ وذلك لأن كل قيد كان على الصورة‎ 

0 
إذا كان أحد القيود من النوع < أو = › أو كان الطرف الأيمن في أحد القيود 
سالبّاء فإنه في هذه ا حالة قد لا يكون الحل الأساسي المبدئي واضحًا. ولكي نمحصل 
على حل أساسي مبدئی فإننا نلجأ إلى طريقة ۷۸ الكبيرة (2/16]5040 M‏ 818): أو 
طريقة المرحلتين (۸۸1000 81356 )1۲۷۰١‏ (والتى سوف نناقشها في الفصل القادم). 

وتعتبر هاتان الطريقتان أحد طرائق السمبلکس. 

إن طريقة 24 الكبيرة أحد طرائق السمبلكس التي تبدأ بإيجحاد حل مبدئي 
باضافة متغيرات اصطناعية (7/3118516 31161112191) للمسألة. وقي هذه الحالة لابد من 
عمل تعديل على دالة الہدف لنحصل ف النهاية على مسألة مکافئة للمسألة الأصلية 
بحيث نضمن أن تكون المتغيرات الاصطناعية مساوية للصفر .نوضح ذلك في ا مثال 
العالبى : 


مثال )٤,۵(‏ 
أوجد حل مسألة البرمجة الخطية التالية : 


ەھ ١‏ مقدمة ق البريحة الخطية 


ر3 +2 - 2 max‏ 
0 2# بازڈ 
لات > روه سے 
00 - رج +2 
لا 8و 
الحل 
في البداية نقوم برسم منطقة ا حل كما في الشكل (1,7). 


د۸۴ 


)0,10( = © 





نلاحظ أن منطقة الحل هي القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين © و 2. من 
الواضح أن منطقة الحل لا تمر بنقطة الأصل. ولحل هذه المسألة» نستخدم طريقة 
السمبلكس ولکن نلاحظ أن الطرف الأيمن في القيد الثاني سالب ؛ لذلك لابد من 
ضرب القيد الثاني في 1- ليصبح 220 3+ ,×. بعد ذلك نقوم بكتابة الصيغة 
القياسية لمسألة البرجة الخطية کالتالی : 


حالات غناصة ن :طريقة السمبلكس و 


KowW U: رنوت اع‎ =0 

6 - چس ا ا ROW:‏ 

ROZ: 32 +3 م-‎ = 0 

ROWS: ER, =10 

Eê, 2Û 
للبحث عن حل اساسی مقبول (518) فاته بالإمكان اختيار 16= ,5 كمتغير أساسى‎ 
للصف 18011 . أما بالنسبة للصف 2 س۸0 فانه ليس من الممكن اعتبار ,6 كمتغير‎ 
.©, < 0 أساسى لأننا فى هذه الحالة نحصل على 20- - ,© وهذا يخالف شرط الإشارة‎ 
وأخيرًا فإنه في الصف الثالث لا يظهر أي متغیر يمكن فرضه كمتغير أساسى.‎ 
ولكي نتمكن من استخدام طريقة السمبلكس لابد من وجود متغيرات‎ 

أساسية مقبولة فی الصفين 2 10۷ و 3 2017 . ولحل هذه المشكلة نضيف لكل قيد 
تی على "2" أو "=" مرا اسشاعیا (2اتلفكنة؟ فا6ا لکی کون متفیرا 
أساسيا في المرحلة الأولى. في هذه المسألة نحتاج لإضافة متغیر اصطناعي للصفوف 2 R0۷‏ و 
3 . وهنا تصبح القيود بالشکل التالي : 


اج وتنا وولوت A‏ ڑا زمر 
x, +5 =16‏ + ڑ2 :1 Row‏ 
+a = 0‏ 6س Row 2: FIs‏ 
+a, 0‏ و Row 3: ۳٣‏ 


REE 0‏ 
ول هده الحالة نستطيع أن نختار الحل الأساسى المقبول کم والذي تكون فيه 
فة المتقيرات الا ساسة كما يلى 0خ 20,86 2 به 216 203 من 5 


ما أننا أضفنا متغيرات اصطناعية ,© و ,© للقيود ؛ إذا لا نستطيع أن نضمن 


TTT‏ مقدمة في البرجحة النطية 


فإن الحل النهائي لا بد أن يكون خاليًا من المتغيرات الاصطناعية » أي أن قيمتها لابد أن 
تساوي صفرا عند وصولنا للحل الأمثل وإلا فإن المسألة ليس لہا حل. 

ولكي نضمن أن جميع المتغيرات الاصطناعية سوف تكون مساوية للصفر 
نقوم بطرح ,4 من دالة الہدف لكل متغیر اصطناعي © (أما لو كانت المسألة منص 
فإننا نضيف ,440 لدالة البدف عن كل متغير اصطناعي ,4). في هذه الحالة 1 ترمز 
لعدد موجب كبير جدًا. إِدّا في هذا المثال سوف تكون دالة الہدف : 

MAX Z هوهق - ,3+ رو ے‎ - Ma 
: أي أن الصف 0 10 سوف يتغير إلى‎ 
max 2 - 22, -3x , + Ma, + Ma, =0 

بعد أن قمنا بتغيير دالة الہدف بطرح ,448 ء سوف تكون التكلفة عالية جدا 
إذا كان أحد المتغيرات الاصطناعية موجبًا ؛ لأنه إذا كانت ,4 أو ره أكبر من الصفر 
ناویی: مہوت لون سی ما شبكلا تن ات 1د كھ 
0 - ۸۷۶ فان 1000,000- > 2. إِذا فى نهاية امحل لابد أن تكون قيمة 
جميع المتغيرات الاصطناعیة مساوية للصفر. هذه الطريقة تسمى طريقة ۷ الكبيرة 
.(The Big M-Method)‏ 

نبین الآن خطوات حل مسألة البريجة الخطیة باستخدام طريقة 34 الكبيرة : 

-١‏ التبّت من أن الطرف الأمن في كل قيد عبارة عن عدد غير سالب. فإذا گان 
الطرف الأيمن لأحد القيود سالبّاء فإننا نقوم بضرب الطرفين فی 1-. 
-٢‏ تحويل المسألة للصيغة القياسية» ثم إضافة متغيرات اصطناعية للقيود التی من 
النوع "<" أو "-". 


ات کا ق اررق اا ۳ 


-٣‏ القيام بإضافة ,14- لدالة الہدف لکل متغير اصطناعي ,© في مسألة القيمة 
العظمى <508: أو إضافة ,©14 فی مسألة القيمة الصغرى ط8 . 

4 چا آن اق ات الأميطباعية سوق تكو معغيرات أساسية دة إذَا ل بد 
من حذفها من الصف 0 80٦‏ في الجدول الأولي. ولاختيار المتغير الداخل في 
مسألة القيمة العظمى نبحث عن أكبر عدد بإشارة سالبة» مع الأخذ بعين 
الاعتبار أن 14 عدد كبير جدًا. فمثلاً نجد أن 500- 21 > 300+ 1/1 . 

-٥‏ بعد ذلك نحل المسألة باستخدام طريقة السمبلكس. فإذا كانت جميع المتغيرات 
الاصطناعية في الجدول الأمثلى مساوية للصفرء فإننا نكون قد توصلنا إلى حل 
المسألة. أما إذا وجد متغير اصطناعی أكبر من الصفر فإن المسألة تكون غير مكنة 
الحل. 

مالاحظة 

إن أي متغير اصطناعي يخرج من الأساس» يمكن حذف عموده من جدول السمبلکس ؛ 

وذلك لأن الہدف من المتغيرات الاصطناعية هو إیجاد حل أساسي مقبول مبدئيا ؛ وس نهنا 
خرج المتغير الاصطناعي من الأساس » فإننا لسنا بحاجة إليه في الجداول التالية. 
نأتی الآن لحل المسألة السابقة. في البداية نقوم بكتابة المسألة على شكل جدول كما هو مبين 
في الجدول .)5.١6(‏ 
جدول .)5,١85(‏ 
2115 »+ 


)۲ 
ا 
سن 

نم 

ع 

_ 

> 


U 
0 
0 
1 





ITC‏ مقدمة في البر بحة الخطية 


وما أن لا عرد © و ر متغيران أساسيان في الصمين 2 Row‏ و3 Row‏ على التوالى 
فلا بد من حذف معاملاتھما ٹی الصف 0 وء. . وللقيام بذلك نقوم بضرب الصفین 
Row 2‏ و3 Row‏ بالعدد -M‏ ثم إضافتهما للصف 0 ۸0W‏ . وبذلك صل على 
اخقول 0 


.)5,15١ جدول‎ 
4 rhs BV Ratio 


.ا 
بسن 
9 
ص 
اا 
Ex‏ 





١| غوف‎ 2 AF چر 0 جو‎ 0 0 AF 2F 
2 1 1 0 0 0 16 ۱ی‎ =16 16 
1 ]3[ 0 -1 1 0 20 a = 20 20/3 
1 1 8 ٴا‎ 0 J] 10 3-0 10 


وبالرجوع إلى الشكل (۳,٤)ء‏ ند أننا بدأنا بالنقطة ‏ . ولأن النقطة ۸ لاتنتمی 
إلى منطقة الحل » نلاحظ أنه يوجد على الأقل متغير اصطناعي كمتغير أساسي. في هذا 
المخال» هناك متغيران اصطناعيان أساسيان هما ,© و ره. 
قاشعل 4010 سق کو الس چ کہا ااا لک سام أل من 
بإشارة سالبة) و ,© متغيرا خارجا. وبعمل تحویر للعنصر ا حوری 3 فنحصل على 
الجدول (۱۷)]). في هذا الجدول قمنا بحذف العمود الأول 2. 


.)4, ١77 جدول‎ 








۴ X 2 ١ 2 4 UH. rhs BV Ratio 
-2M -M 4M -10M -10M 
ے 2 7 0 اج إت 0 0 1 ب‎ 0 

3 3 3 3 3 

5/3 0 1 1/3 -1/3 0 28/3 ¥ 85 28/3 

1/3 ] 00 -3 1/3 0 20/3 7-3 20 
]2/3[ 0 0 1/3 3۔‎ 1 10/3 E 5 


حالات خاصة فى طريقة السمبلکس ٥‏ 


ما أن ا متغیر الاصطناعي ,© أصبح متغيرا غير أساسي فبإمكاننا حذفه من هذا الجدول 
لنحصل على الجدول (5,18). 


.)٤,۱۸( جدول‎ 
Ratlo 





03 253 ة 7 0 73ا 1 5 3 
XxX, - 3 20‏ 203 0 1/3-+ 0 1 1/3 
5 3ء a‏ 3 


لحم 
ح٠‏ 
ت 
اليا 
سے 
نے( 
س 
ہے 
يرا 
س 


إن الحل الأساسي هنا يتفق مع النقطة 8 وهي خارج منطقة الحل » وهو ما 
السو آق و اال م ا اساسا عو هذ الدؤل غك إن ہت سوق يكون مع 
داخلا و a,‏ متغيرا خارجا. نقوم الآن بعمل تحوير حول العنصر ا حوري 3 
فنحصل على الجدول 42.54 


X ¬ 3, 3 1 rhs BV Ratlo 





2M +3‏ 
6 2 25 - 2/]- 0 0 0 1 
: 1= ری 1 32 2- 0 0 
و 5- .×۶ 5 ات 72- 0 
x=5 10‏ 5 23 ]1/2[ م 1 


في هذا الحدول نلاحظ اختفاء ,© و ره كمتغيرات اس وهذا يعني أننا 
وصلنا إلى منطقة الحل وهى النقطة .٥‏ وهنا انتهى دور المتغيرات اللاصطناعية 0 و0 
والتى كان البدف منها إيصالنا إلى حل أساسي مقبول داخل منطقة الحل. الآن نلغي 


0 مقدمة ف البر بحة المنطية 


آک و 4 و «Gd,‏ فيكون © متغيرًا داخلا و ,× متغيرا ځار جا و بعمل تحویر حول 


العنصر ا حوری 1/2 حصل على ا حدول .)5,7١(‏ 


جدول ۹ جج 





2 5 X2 ر3‎ 2 rhs BV 

8ع 30 0 8 O‏ 1|1 
اح گی 6 0 1 0 0 
Û 1|106 #m0‏ 1 0آ 
0ں 10 1 0 0 2 


وبا أن جميع المعاملات في الصف الأول غير سالبة ؛ إذا نكون قد أوجدنا 
حل المسألة وهو 30- ' 2 عند النقطة (1. لا 


الو خد هلا عٹی اة طیاکہت شي کا ئل رت نیا 
كيف يمكن لطريقة ۷ الكبيرة أن تحدد أن المسألة ليس لہا حل. 


مثال (4,5) 
أوجد حل المسألة التالية : 
MIn 2 =2 FX,‏ 
6 کے وط 2ے 51 
20 وو سخ 
xX, +X, - 00‏ 
پا گے تی 
الحل 
نحول المسألة للصيغة القياسية بإضافة المتغيران الاصطناعيان ,© و ره للقيدين 


الثانی والٹالٹ: ثم نقوم بتعديل دالة البدف لتصبح : 


حالات خاصة ف طریقة السمبلکس TY‏ 
min 2 > 2+, + 32: , + Ma + Ma,‏ 


فتكون الصىغة النهائية اا 


Min 2 - ر3 - جك‎ - Ma - Ma, =0 

5.1 AX +X +S, = 6 
23 - م‎ 4+2 = 6 
E, دی‎ Td =10 


بعد ذلك تقوم بوضع الصيغة النهائية للمسالة على شكل جدول: فنحصل 
على اخدول 4.509 


جدول (١١؟,4).‏ 


5 2 7 5 e, 0 0 rhs 





ىا أن المعفيرينق. © وه عبارة عدن معغيرات أساسية فى السفین 1652 

و3 30۷ على التوالي ؛ إذا لا بد من جعل معاملهما مساويًا للصفر في الصف الأول. 

وللقيام بذلك نقوم بضرب الصف 2 RoW‏ بالعدد 4 ثم نضيفه للصف 0 Row‏ 

للتخلص من معامل ,4 ف الصف 0 R٥۷‏ گکم نقوم بضرب الصف 3 110۷ بالعدد 

ثم نضيفه للصف 0 :1107 للتخلص من معامل ره في الصف 0 18077 » ومن ثم 
نحصل على الجدول .)٤,۲۲(‏ 


۸ مقدمة في البربحة الخطیة 


جلو ل 95لا , 6غ: 
BV Ratio‏ ق بچ # ہا FF 7 N‏ | 2 





1 |24 -2 4-3M 0 ير‎ 0 0 46M z =46M 
7 1 1| 0 0 0 16 =6 6 
3 0 -1 0 20 a=36 12 
1 [I] 0 0 0 1 10 a=10 0 


هذا الحدول گند آق الغ ونه سكرة معني وال 4 رونك لات الك 
4-04 هو أكبر عدد بإشارة سالبة في الصف 0 :1807 و باستخدام اختبار النسبة نجد 
ان ال تة سوف يكون متغيرا خارجا. بعد ذلك نقوم بعمل تحوير للعنصر المحوري 
1ء فنحصل على ا حدول .)٤,۲۳(‏ 


.)٤,۲۳( جدول‎ 
BV 






0 0 0 3-4M 6M +30 جج‎ =6M +0 
1 0 1 0 0 -1 6 ,و‎ > 6 
-2 0 0  -1 1 -3 6 ù =6 
1 1 0 © 0 1 10 را‎ 0 


الآن انتھت طريقة السمبلكس ؛ لأن جمیع ا متغیرات في الصف 0 1۹0۷ غير موجبة : 
ولكن قيمة المتغير الاصطناعی ں٥‏ أكبر من الصفرء كما أن قيمة 2 مرتبطة بالعدد 14 
إذا هذه المسألة ليس لہا حل „(infeasible LP)‏ لا 


(5,5) طريقة ا مرحلتین 


The Tow Phase Method 
إذا لم يكن هناك حل أساسي مقبول ومتاح : فإننا في هذه الحالة نستطيع‎ 
استخدام طريقة المرحلتين وهى طريقة مكافئة لطريقة ۷ الكبيرة. وتتكون هذه الطريقة‎ 


حالات خاصة في طريقة السمبلکس وش 


من مرحلتين» في المرحلة الأولى نبحث عن حل أساسي مقبول للمسالة التي لدينا 
وتكون دالة البدف في هذه المرحلة تصغير مجموع المتغيرات الاصطناعية. وقي المرحلة 
الثانية نوجد حل المسألة باستخدام طريقة السمبلكس حيث تكون دالة الہدف في 
المرحلة الثانیة هى دالة الہدف الأصلية» والقيود هي عبارة عن القيود الموجودة في 
الجدول الأخير من المرحلة الأولى. 

ولحل مسألة برمجة خطية باستخدام طريقة المرحلتین ؛ نقوم بعمل الخطوات التالية : 

١‏ - التثبّت من أن الطرف الأيمن فی كل قيد عبارة عن عدد غير سالب. فإذا 

كان الطرف الأيمن فی أحد القيود عدذا سالبا ؛ فإننا تقوم بضرب الطرفين في 

هذا القيد بالعدد 1-. 

؟- ویل المسألة للصيغة القياسية» ثم إضافة متغيرات اصطناعية للقيود 

التي من النوع "<" أو " -". 

-٣‏ إهمال دالة البدف الأصلية» والقيام بحل مسألة بريجة خطية تكون دالة 

الہدف فيها : 

کر سن از min‏ 
حيث به قثل مجموع ا متغیرات الاصطناعية. 
إذا كان لمسألة البرجة الخطية حل ؛ فإن حل هذه المسألة سوف يجعل 
قيمة / تساوي 0. هذه الخطوة هي المرحلة الأولى (1 356نام). 

4 - إذا كانت 0< ر في الجدول الأمثلى في المرحلة الأولى ؛ فإن المسألة 

ليس لہا حل . 

ه- إذا كانت جميع المتغيرات الاصطناعية غير أساسية في المرحلة الأولى ؛ 

فإن المسألة لہا حل وف هذه الحالة نحذف أعمدة المتغيرات الاصطناعية من 

الجدول الأمثلى في المرحلة الأولى. بعد ذلك نقوم بحل دالة الہدف للمسألة 


مقدمة في البر بحة الخطية 


الأصلية مع قيود الجدول الأمٹلی ٤‏ ارذ الأول وقسمی هذ الخطوة 
بالمرحلة الثانية (11 01856). 
المثال التالي يوضح الخطوات العملية لحل مسألة برجة خطية باستخدام طريقة 
المرحلتين. 


مثال )٤,۷(‏ 
في هذا المثال سوف نقوم بحل المثال السابق )٤,٥(‏ باستخدام طريقة المرحلتين. كانت 
مسألة البرمجة الخطية معطاة بالصورة : 
FAs‏ تج AN‏ 
Ax, +X, 6‏ .5.1 
5-20 ;3¥ ز- 
xı +x, =10‏ 
Ra S0‏ 


وكما فعلنا في طريقة ۷۸ الكبيرة» نقوم بإضافة المتغيرات المكملة؛ والزائدة» 


2, FR, = 6 
FEIN ١۔تین مس‎ 20 
XxX +X» +a, =10 


as GEGE 2U 


المرحلة الأولى (1 #ووط۴) 
في هذه المرحلة » نقوم بإهمال دالة الہدف في المسألة الأصلية ونستبدلها بدالة 


الہدف التالية : 


حالات خاصة في طريقة السمبلكس ۳ 


min بڑ‎ =a ta, 
أي أننا نبحث عن أقل قيمة للمقدار ي»+ 4. فإذا كان هناك حل أساسي‎ 
مقبول ؛ فإن قيمة المتغيرات الاصطناعية سوف تساوي صفراء أما إذا لم يكن هناك‎ 


ف المرحلة الأولى› ذائما تحير الذالة 9 الف سبواء أكان السوال الاصلیٰ 
اال قيمة عظمى "1137" م سال ية ص ''طلت''/ 


ولحل المرحلة الأولى نقوح بإيحاد حل المسألة : 


min y =a +a, 


6 - عه کر عر 8:4 
0 = 3 8 6ے ب 
FR, +a, =10‏ 


0 عقي هو قي لو 


والتی يمكن كتابتها على شكل جدول كما هو موضح في الجدول (1 5,5). 


.)٤, ۲ ٤( جدول‎ 
4 47 Rhs 





7 مقدمة ف البر بحة الخطية 


وبما أن المتغيرات الأساسية هى ,© و ره إذا لابد من حذفهما من الصف 0 :108 وذلك 
بجمع الصفين 2 Row‏ و3 Row‏ إلى الصف 0 ۲۷۰٥ء‏ فنحصل على الحدول .)٦)٤٤(‏ 
جدول .)٤,۲۵(‏ 


rhs BV Ratlo 


ب 
ا 
عه 
جه 
0 
د 
ت٠‏ 


8 





1| 2 4 0 -1 0 0 30 نر‎ 0 
١ 1 1 31 0 0 O 165 A= 6 
1 [GJ] 0 -1 1 0 20 ۵0ء‎ 3 
| 1 0 0 0 1 10 «a=10 10 


هذا الحل يتفق مع النقطة 4 في الشكل (5.5). وفي الجدول السابق نجد أن × متغير 

داخل و ,4 متغير خارج ؛ وبعمل تحویر للعنصر 3 نحصل على الجدول (5,55). 

جدول (5؟,4). 

rhs BV Ratio 

73- پر 3/ 

2535 نے‎ 285/3 5 
20/3 x, =20/3 0 
10/3 a =10/3 5 


ع 
كك 
= 
ن 

ا 





55 1/3 1 
3ےھ 1 1 1/3 
173 1/3 0 0 ]2/3[ 


0 
0 
1/3 0 
0 


هذا الحل يتفق مع النقطة 8. في هذا الجدول سوف يكون :ا شیا دخلا و ر متغیرا 


.)٤,۲۷( جدول‎ 


E. گے‎ ê 4 ad, rhs BV 


bk 
بن‎ 





حالات خاصة فی طريقة السمبلكس TT‏ 


وهذا الحل يتفق مع النقطة 0. وفي هذا الجدول نجد أن الصف 0 108 لا يحوي أي 
فنھموسبء وبللك ركوج لد © سدولا أا وى الرعلة الأرال. 
ونلاحظ فى هذا الجدول أن 0= مرء كما أن © ويه أصبحا متغيرين غير أساسيين 
وقيمتهما تساوي صفرا. إِذْا نستنتج من المرحلة الأولى أنه يوجد حل أساسي مقبول 
,5ط تکون فيه قيمة المتغيرات کالتالی : 0= ,© ,1= رى ,3= ر× ,5= ,¥ : ںکرط. 


المرحلة الثانية (11 عوواط) 

ما أن هدفنا من إضافة المتغيرات الاصطناعية كان إیجاد حل أساسي مقبول ؛ 
إذا فقد انتفت حاجتنا لبا الآن. لذلك نقوم بحذفھا من الجدول السابق ثم نبدأ بحل 
المسألة الأصلية ويكون ا حل الأساسي المقبول المبدئي للمسألة الأصلية هو ,8/5. 
في المرحلة الثانية نقوم باستبدال الصف 0 101 فى الجدول السابق بدالة الہدف 
الأصلية فنحصل على الجدول .)٤,۲۸(‏ 


.)٤,۳۸( جدول‎ 


X X ۳ € rhs‏ ت 





المتغيرات الأساسية ف هذا الحمدول سروف کون تی تقر ولگن لأن معاملات 
,× و × لا تساوی الصفر في الصف 0 ۷٥80ء‏ إِذا لا بد من حذفهما من الصف 
الصف 3 10۷ فی 2 وإضافته إلى الصف 0 810۷ء وبذلك نحصل على الجدول .)٤,۲۹(‏ 


11-5 مقدمة في البريحة النطية 


جدول .)٤,۲۹(‏ 
BV ۵‏ عط<× ,€ رى عتمت 


3 
4 





1/2 حصل على الحدول .)٤,۳١(‏ 


جدول (* ,£ 





وبهذا نکون قد توصلا إلى الحل الأمثلي را3 = 2 عندما تكون قيم المتغيرات 
0ع ھے 5ت سے 10س وو الات" نے لأا 


نأخذ الآن مثالا آخر ونبين فيه كيف نستطيع التعرف على أن مسألة البرجة 
الخطية لیس لہا حل وذلك باستخدام طريقة المرحلتين : 


مثال )٤,۸(‏ 
سوف نقوم في هذا المثال بحل مسألة البرجة الخطية الواردة في المثشال )٥٠٤(‏ 
پاس : خدام طريقة المرحلتين. 


حالات خاصة في طريقة السمبلكس ١‏ 


min 2 - 21, + 3, 

AREF. 6‏ .اہ 
5 320 +۰ 
00 .۴+8 


باے د 


وکما فعلنا في طریقة M‏ الكبيرة» نقوم بإضافة متغيرات مكملة › زائدة واصطناعية 
فنحصل على القيود التالية : 


EFE =16‏ 
6 - و سے عب کر را 
EE +a, -0‏ 


BASES 20‏ 
المرحلة الأولى 
في المرحلة الأولى» نحاول أن نجد حلا أساسيأ مقبولا ؛ ولذلك نقوم بإهمال 
دالة البدف ف المسألة الأصلية ونستبدلہا بدالة الہدف التالية : 
=a +a,‏ بر min‏ 
بعد ذلك توجد حل المسالة التالیة: 


min y =a +a, 


6 - د سز جاک 5.1 
6 - + وب ےا 
XER, +a, -0‏ 


20 عق فی6 ھی مخ لت 


والتی يمكن كتابتها على شكل جدول كما هو موضح في ا جدول .)٤,۳١(‏ 


وخ 


مقدمة في البربجحة النطية 


.)٤,۳۹( جدول‎ 





وبما أن © و ره عبارة عن متغيرين أساسيين ؛ إِذٌا لابد من حذفهما من الصف 0 س۸0 


وذلك بجمع الصفين 2 10۷ و3 12087 إلى الصف 0 810۷ء فينتج من ذلك الجدول 
EF‏ 


جدول (؟",4). 
rhs BV 13610‏ 
46 = بر 


ن 
رم 





| 2 4 0 0 0 

l2 1 1 0 0 0 16 5516 6 
8 اق‎ = ] 6 38 a= 0 
1 [lI] 0 0 0 1 10 يق‎ =10 10 


الغورى 1ء حصل على الجدول .)٤.۳۳(‏ 


.)٤.۳۳( جدول‎ 





حالات خاصة في طريقة السمبلكس 0 


وبما أن جميع المعاملات في الصف 0 101 سالبة إِذّا هذا ا حل هو ا حل الأمثلي 
للمرحلة الأولى. ولكن نلاحظ أن الحل الأمثلى هو 0 < 6 - ىر ؛ كما أن 0 <6= ,© 
مازال متغيرًا أساسيًا. إِذّا مسألة البرجة ا خطیة لیس لہا حل ؛ وذلك لوجود متغير 
اصطناعی كمتغير أساسي في الجدول الأمثلي. 

ونلاحظ أننا لو قمنا برسم القيود لہذہ المسألة» لوجدنا منطقة الحل عبارة عن مجموعة 
خالية» أي أن # = 2 ء وهذا هو السبب في أن المسألة ليس لہا حل. O‏ 


١‏ مقدمة في البربحة النطية 
تمارین الفصل الرابع 


).١(‏ وضح باستخدام طريقة السمبلكس أن المسألة التالية لہا أكثر من حلء وأوجد 
ثلاث حلول أساسية أمثلية ليا : 


max 2> رعرك‎ + 2 
اہ‎ XH, 60 
23 + 2 > 85 


لاف و 


(0 أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلكس ؛ ثم بين نوع هذه المسألة 
(وحيدة الحل ؛ أو لبا اكت سا أو غير محدودة ا حل » أو خبرهتتظمة ). 
FER‏ ہر 2 MM‏ 
6 32+28 اة 
دک راجو ع جر 


ل ع 


( 1- الود حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلکس » ثم بين نوع المسألة 
(وحيدة ا حل؛ أو لہا آکٹر من حل: أو غير محدودة ا حل: أو غير 
منتظمة). 
ر3۷0 ,5 - 2 max‏ 
28۴2+ گ4 gt.‏ 
Ax, +x, S10‏ 
x, +X, S4‏ 


Rey 2U 


.)١( ارسم منطقة ا خل ووضح سبب اختيارك في الفقرة‎ ٢ 


حالاات خاصة في طریقة اللي 5 ١‏ 


(5,5) أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلکس: ثم بين نوع هذه المسألة 
(وحيدة الحلء لہا أكثر من حل » غير حدودة ا حل ؛ غير منتظمة). 
+X,‏ ر30 - 11028062 
ORF, 2‏ اڈ 
ا را ا 


Ras نا‎ 


)٥.٤(‏ لنفرض أننا أثناء حلنا لمسألة قيمة عظمی حصلنا على الجدول (5.55). في هذا 
الول تدان # من الممكن أن یدخل الأساس»؛ ولكن مع ذلك فهذه 
المسألة غير عحدودة» كيف عرفتا ذلك ؟ 


.)٤, ۳ ٤( جدول‎ 
Rhs 


0 


١ 
24 
7 

2 


2 


0 
0 





| 


)٤.1(‏ استخدم طريقة السمبلكس لإيجاد حلين أمثليين للمسألة التالية. بين كم عدد 
الحلول لبذه المسألة : ثم أوجد حلا ثالًا لها. 
max 2 - 4×, +X,‏ 
وعد درم ات 
SÎ‏ رع + ع 
2 5 6ر ر4 


لا ھا ہے 


و £ 


مقدمة ف البربحة الخطية 


)€۷( اوعد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلكس › تم بين نوع هذه المسالة 
(وحیدة الحل: او لہا أكثر فن خل ؛ اوش دود الحل› أو غير منتظمة). 
و لیے اوس جو MI‏ 
2 غ6 + عيك tL‏ 
6 د پک 


Ea, 10 


)٥۸(‏ المسألة التالية عبارة عن مسألة غير منتظمةء وضح السبب في أن المسألة غير 
منتظمة » ثم أوجد حل المسألة باستخذام طريقة السمبلكس. بعد ذلك بين 
ملاحظاتك على قيمة الدالة 2 في كل جدول من جداول السمبلکس › مع 
ڈگ السب 

وان + وت MAKE‏ 

ھا كان SEIR‏ ]ارڈ 
Kg SS‏ +42 
کا کر جك 


لے تی1 


() استخدم طریقة السمبلکس لإيجاد حلین أمثليين للمسألة التالية» ثم أوجد حلا 
الا لہا. 
مك + ,22 - max Zz‏ 
6 > 4+ عد S.t‏ 
FE‏ 
ف ك5 وق رپ 


8 20 


حالات خاصة قي طريقة السمبلکس 151 


)5,١(‏ أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلکس؛ ثم بين نوع هذه 
المسألة (وحیتة الحل: أو لہا أكثر من خلء أو غير مخدودة الخلء» آؤ غير 
min 2 - 2, +3X,‏ 
ج4 lk XIE,‏ 
#3 جاجع 


0= .ب 


)١١۱٤(‏ أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلكس» ثم بين نوع هذه 
السا رح اقل أزالبا أكتر سد خلء أوغير قدو الل + أو غير 
2۱ > 11112 
5ا ج2 ۲ري بات 
4- 330+ ع2 


الم عن 


)٥١١٤(‏ لیکن لدینا الجدول (5,75) والذي حصلنا عليه من مسألة قيمة عظمى. 


جدول (۲۳۵, 5 ). 


دک 





3 
-١‏ هل هذه المسألة لہا أكثر من حل أمثلى؟ 
-٢‏ كم عدد الحلول الأمثلية لبذه المسألة؟ 
(تلميح : إذا زادت قيمة ,5 » كيف ستتغير قيم المتغيرات الأساسية وقيمة 
دالة البدف؟) 


0 0 2 
1 0 -1 1 3 
0 1 3 


E‏ مقدمة في البریحة الخطیة 


(4,1) أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلكس» ثم بين نوع هذه المسألة 


(وحیدة الخل: أو لبا أكثر من خل؛ أو غير عخدودة الخل : أو غير منتظمة). 
max 2 - 2‏ 
4 سرد .5.8 
کے 0سا چوس 


REL 


: أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة 14 - الكبيرة أو طريقة المرحلتين‎ )٥١١٤( 
min 2 وك + ر0 2+ 30ے‎ 
5]. 20, + رز‎ +327 -00 
30 +I, + 50010 


Ray 


: أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة 74 الكبيرة أو طريقة المرحلتين‎ )5,١15( 
min وناك + تدخ ےج‎ 
وق دوق اڈ‎ 
- تق‎ + 20 SO 
وم د وت‎ 6 


Ras 20 


( أوجد حل المسألة التالية باستخدام طریقة السمبلكس » ثم بين نوعها (وحيدة 
ا لحل أو لہا أكثر من خل: أو غير تحدودة الخل + أو لیس لہا عل أو غير 
+ 2= وج MAX‏ 
اج چا رت او 
کا وا 


0 انت 


حالات خاصة في طريقة السمبلكس ١7‏ 


0 لیکن لدینا الجدول )٤,۳١(‏ والذي حصلنا عليه من مسألة قيمة عظمى. أوجد 
قيمة ٠٣‏ ثم أوجد الشروط على المتغيرات 6,ط,,4,*4,,٥‏ حتی يتحقق 
التالی : 
١‏ - الحل الحالي يكون أمثليًا. 
؟- الحل الحالي أمثلي » ويوجد حل آخر أمثلي. 
٣‏ المسالة غير غندودة الحا.. 
5+ المسألة غير متتظية. 


جدول (5", 4). 


4 پگ دخ 


ا 
E‏ 
بس 
5 
عے 





1 CC 2 0 0 0 ) 
1۔‎ 6 1 0 0 0 
4ے بے‎ 0 1 0 ۱ 
a 3 0 0 | b 


(5,14) هل العبارات التالية صحيحة أم لا؟ مع التعليل : 
١‏ - إذا كانت المسألة غير منتظمة» فإنه من الممكن أن یحدث دوران ولا نتوصل 
للحل الأمثلي أبدا. 
؟- عند استخدام طريقة 1 الكبيرة في مسألة قيمة عظمی ؛ كانت قيمة 2 في 
الجدول الأمثلي تساوي 3+ 314- ء إا هذه المسألة غير محدودۃ الحل. 
۳- الحلول الأساسية المقبولة هي الوحيدة التي من الممكن أن تكون أمثلية. 
ولذلك فان غدة الخحلول الأمثلية لا کن أن پتعدی عدد الخلول الأساسية 
المقبولة. 
5 - إذا لم يكن هناك متغیر أساسي خارج» فإن المسألة ليس لہا حل أمثل. 


١5 


مقدمة ق البر بحة الخطية 


-٥‏ إذا كانت المسألة لها أكثر من حل » فإن منطقة الحل لا بد أن تكون محدودة. 
-٦‏ إذا كان هناك أكثر من متغير أساسي خارج فإن الحل الأساسي المقبول في 
الجدول الذي يلي الجدول ا حالي لابد أن يحتوي على متغير أساسى مساو للصفر 
علی ا قا 

۷- إذا كانت قيمة دالة الہدف متساوية عند نقطتين مقبولتين فان النقاط 
الموجودة على القطعة المستقيمة الواصلة بين هاتين النقطتين تكون مقبولة كما أن 
قيمة دالة البدف تكون متساوية عند هذه النقاط. 

۸- إذا كان هناك حل أساسي أمثلى ولكنه ليس نقطة حدية» فإن المسألة لہا 
أكثر من حل. 


رشم (قاس 





The Revised Simplex Method 


© بعض الصيغ المهمة 
© طريقة السمبلكس المعدلة 


إت رة انسسیلگس ال نٹ ماق اتياق اللنصلين السابثیخ قب ر ظريقة جيرية 
مباشرة لحل مسائل البرجة الخطية. ولكن هذه الطريقة ليست الطريقة الأكثر دقة عند 
استخدام الحاسب لحل مسائل البرمجة الخطية ؛ والسبب فی ذلك؛ أن طريقة السمبلكس 
تقوم بحساب وتخزين العديد من الأرقام والتی لا حتاج إليها في الجدول ا حالی ولا 
حتى في الجداول اللاحقة. 
الواقع أن المعلومات التي نحتاج إليها في كل مرحلة ھی : 
1- معاملات المتقيرات غير الأساسية ق دالة الہتف وذلك لخديف ااعفیر 
الداخل. 
۲- معاملات المتغير الداخل في القيود» والطرف الأيمن في القيود لتحديد المتغير 
الخارج. 
۳- وآخیرا قيمة الطرف الأيمن لدالة الہدف لتحديد قيمة الحل الأمثلي. 


E‏ مقدمة في البربحة الخطیة 


إن من المهم إیجاد طريقة تحسب المعلومات الثلاث السابقة بدقة ودون الحاجة 
إلى حساب وتخزين جميع المعاملات ؛ هذه الطريقة تعرف باسم طريقة السمبلکس 
المعدلة (odطmet‏ ×ەامحصنہ revised‏ عط)). هذه الطريقة قد صممت للحصول على 
نفس نتائج طريقة السمبلکس ولکن بطريقة أكثر دقة وأقل تكلفة عند استخدام 
الحاسب حيث تقوم ساب ومخزين المعلومات التي محتاجھا المرحلة الحالية فقط. 

تعتمد طريقة السمبلكس المعدلة على استخدام المصفوفات» ولذلك يلزم كتابة 
مسألة البرمجة الخطية بطريقة المضفوفات كما سوف ثبين تحت العنوان التالى. 


(١ب٥)‏ بعض الصيغ المهمة 


Some Important Formulas 

تحت هذا العنوان نقوم بتطوير بعض الصيغ الرياضية لحل مسائل البريجة 
الخطية وذلك باستخدام المصفوفات للتعبير عن مسألة البرمجة الخطية. هذه الصيغ سوف 
تفيدنا في حل المسائل باستخدام طريقة السمبلكس العدلةء كما أن لبذه الصيغ فائدة 
كبرى في تحليل الحساسیة؛ والثنائية والتي سوف نتطرق إليها في أبواب قادمة. 
لتكن لدينا مسألة البرمجة الخطية التالية والتی تحتوي على 7# من القيود و 7 من 
المتغيرات (بعض هذه المتغيرات قد يكون ا > أو زائدا: أو اصطناعیا). 

کا کا ۳ سس و O‏ فرت بی پا کا 


=D‏ عو XFS HFA‏ اڈ 


lm” م‎ 1 


رط :ا تابي ل و وه 


FR FERN, 0ے اط‎ 8 


x, >0 (i =1,2,...,7) 


7۸71] 


طريقة السميلكس المعدلة ١‏ 


المرتبطة بهذه الرموز وذلك من خلال المثال التالی: 


مثال )8,١(‏ 
لتکن لدينا مسألة البرمجة الخطية التالية والمكتوبة في الصيغة القياسية (مع ملاحظة أننا قد 


max Zz - رع20 + ,ع1‎ +15x, + 05, + (5۶۰ 
841. RAF, EA, ¥ - [2 
3 , + ون‎ + 5 +S, -3 


20 ہق رون التو و ا 


نلاخظ فى هذه المسألة أن عدد القيود 2= 78 وعدد التغیرات 5= 77: وبما 
أننا لم نستخدم طريقة السمبلكس بعد لحل المسألة» فإن مسألة البرمجة الخطية السابقة 
تسمى ا مسألة الأصلية أو ا مسألة في ا مرحلة رقم 0. 

لكي نقوم بحل هذه المسألة باستخدام طریقة السمبلكس » نقوم بعمل تحوير 
للعنصر ا حوري 4ء فنحصل على الجدول الأول في طريقة السمبلكس والذي يمكن 
التعبير عنه بالصورة : 


FOS, FOO‏ چو سے تروس را يرن - جو پت 


1 1 ۱ 
و ہے ےل چ عه یے 8:6 
4 ٭ 4 


1 ظ 
أح يويد وه وہ + ا 
2 2 


۵۸ مقدمة في البريحة النطية 


تعتبر المسألة الآن في المرحلة رقم 1 ؛ وذلك لأن هذه الصيغة تتفق مع ا جدول الأول في 
طريقة السمبلکس. وبالإمكان أن نستمر في إیجاد المسألة في المرحلة رقم 1 ؛ وذلك 
باستخدام طريقة السمبلكس : من المرات. وأخيراء تسمى الصيغة المتفقة مع الجدول 
الأمثلى بالصيغة الأمثلية. ل 


ناتی الآن لتعريف بعض الرموز المهمة. نعرف () 8 بأنه مجموعة المتغيرات 
الأساسية في المرحلة رقم 1ء 
BV )1( - {bv ,))(,...,.5۷ „(i )}‏ 
بحيث يكون العنصر الأول (80)2 هو المتغير الأساسي في القيد الأولء والعنصر 
الثاني (1) ۷ط هو المتغير الأساسي في القيد الثاني» ... وهكذا. أي أن (), ۷ط هو 
المتغير الأساسي في القيد رقم ر في المرحلة رقم 1. 
في المثال (0,1)» نجد أن المتغيرات الأساسية في المرحلة 0 هي : 
أوكىى! - (0) BV‏ 
بینما في المرحلة 1ء كانت المتغيرات الأساسية هي : 
(وشريع!- (1) BY‏ 
نعرف الآن بطريقة مشابهة (1) 87× لتكون مجموعة المتغيرات غير الأساسية 
في المرحلة رقم 1ء وبذلك تکون المتغيرات غير الأساسية في المثال )٥,1(‏ ف المرحلة 
رقم 0 والمرحلة رقم 1ء على التوالی : 
(وتدو ×یم,×] - [6) NBV‏ 
رعیعی ع !ع وق ۸۲7۷ 
نعرف المتجهات و , بز بأنها المتغيرات الأساسية وغیر الأساسية على التوالی في 
المرحلة رقم 1. 


طریقة السمبلكس المعدلة 5 ١‏ 


bv (i) | nbv (i) 
ا ٢ا ہج اي‎ 1 
bv (i) 10۷ )ىر‎ ( 


فمثلاء في المرحلة رقم 0 في المثال (١,٥)ء‏ ند أن: 


3 ا ۱ 
پ أل وا 1 0 
XK X2‏ أ 1 ور کر 
| ہدک 


لان تعرف رة أنه المنجه الذى ضوع ساملات ,× ف قیود المسألة الأصلیة وبسعى 
عمود ر,×. ونعرف 4 0271 الذي يحوي معاملات 5ا ف قۇد اللسآلة الآأضلیة 


ويسمى عمود , 5. ف المثال السابق نجد أن: 


الا ا ا ا ا 


الطرف الأيمن للقيود في المسألة الأصلية يرمز له بالرمز ط. إِذّا قيمة ط في المثال هى : 


ا0 


نعرف المصفوفة ,8 بأنها المصفوفة في المرحلة رقم ¡ من النوع :۶× ۸" 
بحيث أن العمود رقم ز هو عمود ا متغیر الأساسي (1) , ۷ط في المسألة الأصلية. في 
المثال (0,1): يكون العمود الأول للمصفوفة ,8 هو عمود ,ى ف المسألة الأصلية › 
والعمود الثاني هو عمود وہ في المسألة الأصلية. أما أعمدة المصفوفة ,8 فھی أعمدة 
المتغيرات الأساسية × و رء في المسألة الأصلية على التوالي؛ أي أن : 


١۰‏ مقدمة في البر بحة النطية 


1 0 4 0 
Bı =| |, B =| 
0 1 2 


ولكي نقوم بحساب ",8 يلزمنا عمل عمليات صفية على المصفوفة [1| ,8] 
للحصول على المصفوفة [' ,8 | 7]. نبدأ الآن بالمصفوفة [7| ,8] والتی تساوي : 


8 0 ہے 
وا >1[ 4 اق 


بعد ذلك نقوم بتطبيق العمليات الصفية اللازمة لتحويل المصفوفة ,8 إلى مصفوفة 
الوحدة 7 على المصفوفة [8,|7]: فنحصل على المصفوفة [ ,8| [] والتی 
Û‏ 1[ دف 
| 8 | 4 


: تساوی‎ 
1/4 Û 
U 1> 3 


1 1/4 | اس 
۷ سج B,‏ 
1 1/2- 


نلاحظ أن ',8 هي أعمدة المتغيرات ر5.ر5 في المرحلة 1 على التوالي. وبشكل عام؛ 
فإن المصفوفة ",8 عبارة عن أعمدة ي5.....رىورى في المرحلة رقم 2. السبب في 
ذلكء أنه في المرحلة 1 لا بد أن تكون معاملات المتغيرات الأساسية عبارة عن 
مصفوفة الوحدة ,,1. إِذَا يلزمنا استخدام عمليات صفية لتحويل المصفوفة ,8 (والتی 
تمثل معاملات المتغيرات الأساسية في المرحلة #) إلى مصفوفة معاملات المتغيرات 
الأساسية في المرحلة 1¡ وهي المصفوفة ,,/. هذه العمليات الصفية تطبق أيضا على 
المصفوفة المكونة من أعمدة ...و كرك في المرحلة المبدئية وهي مصفوفة الوحدة 
,, . أي أننا في البداية نتعامل مع المصفوفة [ ,1| ,8]» وف المرحلة رقم 1 تكون 





إدا : 


1 


طریقة السمبلكس المعدلة ١5‏ 


معاملات المتغيرات الأساسية عبارة عن مصفوفة الوحدة ,7 ء إِذا الصفوفة المقابلة لا 
بد أن تكون ",8 » ومن كم فإننا نحصل على المصفوفة | ' ,8 | ,7 |. 
نعرف الصفوفة N,‏ من النوع (7- ۸) × 7# بأنها الصفوفة التي تكون 
أعمدتها هي أعمدة ا متغیرات غير الأساسية (1) 87 في المسألة الأصلية. فمثلاًء في 
المرحلة 1 مق الخال (0,1) کات ١‏ سيقي عات رو ۸۷2۶ء N‏ 
FL ٠٢٣ &‏ 0 
4 0 ا 
نعرف معاملات , × ورى في دالة الہدف الأصلية بأنها © و ر٥‏ على التوالي. في 
اال اسان نهد اٹ 
لأديع e20,‏ وقاحيه e20,‏ ,210 
ومن هنا نعرف و بأنه الصف الذي تكون عناصره معاملات المتغيرات الأساسية فی 
المرحلة 1 لدالة البدف الأصلية. في المثال السابق نجد أن المتغيرات الأساسية في المرحلة 
0 كانت إ وف ,ىإ = (0) 87 ء ولأن معاملات هذه المتغيرات تساوی 0 في دالة البدف 
الأصلیةء إا قيمة ,© تساوى: 
e =]0 0[‏ 
بینما في المرحلة رقم 1ء نجد أن [ رد ×) =(1) 87 ء ومن كم فإن قيمة ,© تساوى : 
0 لے ê‏ 
وبطریقة مشابهة نعرف ,© بأنه الصف الذي تكون عناصره معاملات المتغيرات غير 
الأساسية في المرحلة : في دالة الہدف الأصلية. في ا مثال السابق» نجد أنه في المرحلة 0ء 
كانت المتقيرات غير الأساسية إو وعم ×= (0) N8۲‏ ومعاملاتها على الترٹیں 
ھی 10,20,15 إذا: 
150 20 قاات ين 


٦۲‏ مقدمة ف البربحة الخطیة 


بينما في المرحلة رقم 1ء نجد أن [.<,,5,, *! - (1) »N87‏ ومن ثم فإن قيمة »> 
تساوی؟ 
15 0 10]ح ê‏ 
باستخدام الرمون السابقة: نبين الآن كيف يخا التعرف غلى قيود مسال 
البرجة الخطية في المرحلة # ؛ وذلك من خلال معرفتنا للمتغيرات الأساسية في هذه 
الرحلة. كما نبين أيضا كيف يمكننا التعرف على دالة البدف في المرحلة 1 دون الحاجة 
لاستخدام جداول السمبلكس في كل مرة. 
في البداية» نقوم بكتابة المسألة الأصلية ( أي المسألة في المرحلة رقم 0) بعد 
أن نفصل المتغيرات الأساسية عن المتغيرات غير الأساسية ف المرحلة 7. إِذا دالة البدف 
والقيود في المسألة الأصلية يمكن كتابتها بالصورة التالية : 
EE‏ و ناح KE‏ 
=b‏ يع ,۷+ st Bx‏ 
10 ےک 
فى مٹالنا السابقء مكن کتابة السالَة باغتبار التغیرات الأساسية وغير الأساسية فق 
المرحلة 0 بالصورة : 


1 


max 2 >0 1 . 20 ا‎ 


0 | رج 
0 | > 
0 


5 





طريقة السمبلكس المعدلة ١6‏ 


أما لو اعتبرنا المتغيرات الأساسية وغير الأساسية فى المرحلة 1ء فان المسألة الأصلية 


| ل 


ہہ 
("٠ +0 0 15|‏ 20 ات 2 max‏ 
9 00 
۱ )ا | - 
]| 12 5" 4 1 1 7 ء* |01 4 : 
13 6 © وا tel‏ هاه 
X4‏ 
x 0‏ 5 ظ 
20 3 | ا 8 
0 5 
wÎ 10‏ 3 


نلاحظ أن ما حدث هنا هو إعادة ترتيب فقط للمتغيرات الأساسية وغير الأساسية. إذا 
هذه القيود تمثل القيود في المرحلة رقم 0. 
الآن نشرح طريقة ال حصول على دالة الہدف والقيود في المرحلة رقم 7 فی 
المرحلة رقم 0 وذلك من خلال معرفتنا للمتغيرات الأساسية ف المرحلة ۶ . كانت قيود 
المسألة الأصلية معطاة بالعلاقة : 
Bx, +N, x, =b‏ 
وللعرفة القيود في المرحلة رقم ٠1‏ نلاحظ أنه في القيد رقم ر لا بد أن يكون معامل 
المتغير الأساسي يساوي 1 في هذا القيد و 0 في بقية القيود. ولعمل ذلك نقوم بضرب 
المعادلة = بإ ,۸۷+ و× ,8 فی ' ,8 فنحصل على : 
وات HN,‏ 


١ 6‏ مقدمة في البرجة اخطیة 


نلاحظ في هذا القیدء أن كل متغير أساسي (۶) ر5۷ سوف يظهر بمعامل 1 في الصف 
رقم آر من القيود و معامل 0 ف بقية القيود؛ إذا "8ح پھ ,1 ,8+ ,× سی 
القيود في المرحلة .وهذا يعني أنه للحصول على معاملات المتغيرات غير الأساسية في 
المرحلة i‏ يكفي أن نحسب ,":8 ؛ وللحصول على الطرف الأيمن في المرحلة / 
مب اق 

في مثالنا السابق» نستطيع الحصول على قيود المرحلة 1ء وذلك بحساب 
معاملات اخيرات غير الأساسية إوتتم 9| -(1) 3۷8۴ والطرف الان في المرخلة 
3 إن ساملات المشيرات غير الأساسية و یڈ في المرحلة شی N,‏ ,8 وال 


1[ 1/4 1/4[ |4 1 1 8 ۴ | ہی 
E A 3‏ اچ 0 TY‏ پر ۲ 


كما أن الطرف الأيمن في المرحلة 1 هو ظط ,8 : 


7 a 011 3 
B, D= ۱ |= 
-1/2 13 1 


المرحلة رقم ٴ كالتالي: في البداية نقوم بكتابة دالة الہدف والقيود في المرحلة رقم 0 
بدلالة المتغيرات الأساسية وغير الأساسية في المرحلة رقم 1. 


تساوی : 


=D (1)‏ راع ےھ 

)2( 0 - برا ب - ولا وج-2 

وللحصول على قيمة دالة البدف في المرحلة رقم «i‏ لابد أن تكون معاملات 
المتغيرات الأساسية فی دالة الہدف مساوية للصفر. أي يلزمنا التخلص من و×٭ في دالة 
البدف الجديدة. ولأجل هذا نقوم بضرب (1) في ',8 و فنحصل على : 


طريقة السميلكس العدلة 100 
(3) ام وع رع 7ر7 FE‏ باو أن 
وبجمع (2) مع (3) تحصل على : 
b (4)‏ 8ع- JX‏ رت FEB; N‏ - 
نلاحظ هنا اختفاء ا من دالة الہدف ؛ إا هذه هي دالة الہدف في المرحلة رقم ق 
المثال السابق لو أردنا إيجاد دالة الہدف في المرحلة رقم 1ء فإننا نعوض في العلاقة رقم 


گی 


4 1 1 1/4 | ۱ 
15s‏ 0 0-] و۰۰۰ [0 20] z+|‏ 
ظ اق 0 13 و تہ 
SES‏ 
12 |01 1/4 ا 
e |13‏ 


1[ 1/2- 
وبإجراء عمليات ضرب المصفوفات؛ نحصل على دالة البدف التالية : 
SX FIS, FIK, 0‏ 2 
والتي يمكن كتابتها بالصورة : 
=X, = 38, -54+-0‏ 2 لا 


)٠,۲(‏ طريقة السمبلکس المعدلة 


The Revised Simplex Method 


حت هذا العنوان سوف نستخدم الصيغ التي تم تطويرها نحت العنوان السابق 
لحل مسائل البريجة الخطية. سنقوم في البداية بحساب معاملات المتغيرات غير الأساسية 


١5 


= لد | - أو ٣‏ = 
سر س 2 الم ة ألخطية 


وذلك عن طريق تحديد المتغير الداخل والمتغير الخارج للانتقال من حل أساسي مقبول 
إلى حل آخر جاورء تسمى هذه الطريقة طريقة السمبلكس المعدلة. 

قبل أن نبدأ بشرح طريقة السمبلکس المعدلة نذكر بمجموعة من الرموز التي 
فرت علا عفنت العو ان السائق, 


BV (i) 
NBY (i) 


1 
Cs 


المتغيرات الأساسية فى المرحلة 1. 

المتغيرات غير الأساسية في المرحلة 1. 

الطرف الأيمن للقيود فى المسألة الأصلية. 

مصفوفة أعمدة المتغيرات الأساسية فى المرحلة ۶. 

عمود ,× في المسألة الأصلة. 

عمود رک في المسألة الأضلية. 

معامل , × فى دالة البدف الأصلية. 

معامل ,5 في دالة البدف الأصلية. 

معاملات دالة البدف الأصلية للمتغیرات الأساسية ف المرحلة ۶. 


باستخدام هله الرموز واستخدام العالاقات الواردة ت العنوان السابق 


,وھ عمود × في المرحلة رقم 5 
ہا۔- ۳م : نیو کو N‏ 
B; 0‏ عمو د ك في المرحلة رقم ٤‏ ۔ 


بع را ع - ١‏ معامل ,× في دالة الہدف في المرحلة رقم 1. 
_ [- لے 3 
4 ب =CgB;‏ مبرع معامل رد في دالة الہدف في المرحلة رقم 1 


j +R‏ 8+ ر7 


1- ظ ع 
|= بم 
0 :5ءء الطرف الأيمن لدالة البدف في المرحلة رقم 1. 


طريقة السمبلكس العدلة ۷ 


نلا- ظط أنه يكفي تعترف) انتثیرات الأساسية (7) 8۴ والففوقة 7-3 
وا جدول المبدئي لإيجاد جدول السمبلكس ا الي في المرحلة رقم 1. هذا يعني أنه في 
حالة استخدام الحاسب الآلي لحل مسألة بريجة خطية » فإنه یکفی أن نخزن فيه المتغيرات 
الأساسية ا حالیة: ,8 والجدول المبدئي. 

ولحل مسألة برجة خطية باستخدام طريقة السمبلكس المعدلة» نقوم في البداية 
بتحديد المتغيرات الأساسية وغير الأساسية في كل مرحلة؛ ثم بعد ذلك نحدد المتغير 
الداخل والمتغير الخارج باستخدام الصيغ التي تم شرحها سابقا. 

ناخذ الآن مثالا نوضح فيه كيفية عمل طريقة السمبلكس المعدلة لحل مسألة 
برمجة خطية. 


مثال )٥,۲(‏ 
أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلكس المعدلة : 


maxX 2 2-102 + رعد2‎ IF: 


5.1 Ft, FAR, وتويك عد‎ F8, -12 
ا و‎ EAR; OR, رق‎ - 30 
ارگ‎ HIN, FS +8; =8 


([1,2,3- £( 20 فى 
الحل 
لحل هذه المسألة باستخدام طريقة السمبلكس المعدلة» نقوم بتحديد المتغيرات 
الأساسية» والمتغيرات غير الأساسية في المرحلة ا حالیةء ثم نحدد المتغير الداخل والمتغير 


الخارج. 


10۸ مقدمة في البر بحة الخطیة 


الجدول المبدئي يتفق مع المرحلة رقم 0 ء والجدول الثاني يتفق مع المرحلة 
رقم و تا والحدول اوملس تق فح المرحلة الأسخيرة: ليدأ الان بالمرحلة رقم ا" 


الرحلة رقم "0" 

في هذه المرحلة تكون لدينا المتغيرات الأساسية (ود,ر8,,ئ) - (0) 87 » بينما 
تكون المتغيرات غير الأساسية (و×,ر×,ر>) - (0) .N87‏ وفي كل مرحلة نقوم 
بتحدید المصغوفة ,8 لتكون أعمدة المتغيرات الأساسية ف قيود المسألة الأصلية. إِذا في 
المرحلة رقم "0" يكون لدینا ,1= ,8. ومن كم فان ,1= 'م8. وکما بینا سابقاء فإن 
“8 في المرحلة 7 سوف تكون المصفوفة التي عمودها رقم ر هوعمود رك في 
المرحلة 7. بعد ذلك نقوم بتحديد المتغير الداخل. 


تحدید المتغير الداخل 
نقوم في البداية بحساب معاملات المتغيرات غير الأساسية في الصف 0 10۷۷ 
باستخدام القاعدة : 
ب6- روا cB;‏ د cı‏ 
یسمی هذا الإجراء ترخيص المتغير غي رالأساسي (اناه 8هذه8م). في البداية نحسب ,4 


لكل 6ے ٌ 





ثم نقوم بحساب :© للمتغيرات غير الأساسية» لذلك نبدأ بحساب '80 ی٘٥.‏ وبا أن 
المتقيرات الأساسيةهى رق فی قا -(0) 27ء إا 


طريقة السمبلكس العدلة ١8‏ 


0 0 1 
®B;'=[0 0 0[0 1 01-0 0 0[‏ 
و UG‏ 
نحسب الآن معاملات المتغيرات غير الأساسية والقابو ا كن لبون التوالي کالتالی : 
1 
0--0[131-10 0 0]- ع وھ ام دام 
3 
4 
cı = ¢ B;'a,-c, =[0 0 0[21-20--0‏ 
| 3 
4 
-c, =]0 0 0|۱5 |-15 > -[5‏ روا کرام = وم 
1 
وبما أن رد هو المتغير ذو المعامل الأكبر بإشارة سالبة» إِذا رد هو المتغير الداخل. 
تحديد المتغير الخارج 


لتحديد ا لتقير ا خارج: فوم بنحساب عمودا كن الداخل © وكذلك 
الطرف الأيمن في المرحلة الحالية ثم نستخدم اختبار النسبة لتحديد المتغير الخارج. في 


البداية نقوم بحساب عمود ر × والدی يساوي : 
4 04 0 |1 
2 ]0|121 1 8082-10 
کےا TR‏ 05 


ثم نقوم بحساب الطرف الأيمن في المرحلة رقم 0 والذي يساوي : 





١5 ٠‏ مقدمة في البربحة النطية 


بعد ذلك نقوم باستخدام اختبار النسبةء فنجد أنه بقسمة الصف الأول في الطرف 
الان غلى الضف الاول فی عمود ,عن غصل عل 3= 12/4 والصف الثاني یعطی 
30/2-5 والصف الثالث يعطي 6= 18/3. ولأن اختبار النسبة في الصف 
Row |‏ نتج منه أصغر عددء إِذَا و“ سوف يدخل الأساس في الصف الأول 
۸٥۷ 1‏ . وبناء عليه فإن المتغيرالخارج سوف يكون المتغير الأساسي في الصف 
RW 1‏ أي رىء وبذلك تنتھی المرحلة "0". 


المرحلة رقم "1" 

في هذه المرحلة تكون لدينا المتغيرات الأساسية مكتوبة بالترتيب 
زوكووىوو*] > (1) 87 ء بینما المتغيرات غير الأساسية (ودورفی *«) ع (1) 2/817 . 
ولکی قوم ات 870 والتي هي عبارة عن اة المتغيرات ور55 في المرحلة 
1 » يكفي أن نعرف العمليات الصفية التي سوف تحدث لأعمدة ا متغیرات وكورى,رى. 


حتى ننتقل من المرحلة "0" إلى المرحلة "1" لابد من إجراء العمليات الصفية 
التالية لتحویل عمود ر× من [3 2 4] إلى [0 0 1] (لكي يكون المتغير ر × 
متغيرا أساسيًا في الصف 1 10۷ ف المرحلة "1") : 
-١‏ ضرب الصف 1 0۷ في الجدول "0" فى 1/4. 
٦‏ ضرب الصف 1 80۷ في الجدول 0 فی 1/2- وإضافته للصف 2 19018 . 
٣‏ ضرب الصف 1 856018 في الجدول 0 فی 3/4- وإضافته للصف 3 12018 . 


نلاحظ أن هذه العمليات الصفية سوف تجرى أيضًا على أعمدة المتغيرات 
لوقب قاذ لستطيع التضول هغل 8 بتطبيق العمليات الصفية السابقة على 


طریقة السمبلکس العدلة 1ء 


توق ٭رھ لإوالس سی عا عن أعمذة النطیرات ررقي ةق المرحلة 00 


1/4 0 0 
8 =3 1 8 
-3/4 0 [ 


الخطوة التالية هى حدید المتغير الداخل والمتغير الخارج في هده المرحلة. 


تحدبد المتغبر الداخل 
نقوم في البدایة بحساب معاملات ا متغیرات غير الأساسية في الصف 0 سه۸ . 
با أن (رى,رى,ر») - (1) 87 ء إا [0 0 20]- وء وبذلك فإن: 


0 0 1/4 ا 
cE, =[20 0 0[([-1/2 1 0|-]5 0 0[‏ 
[ 0 3/4 


غیت الآن معاملات المتغيرات غير الأساسية عو کے ا ھئے۔ ا ای 


1 
5-=10-| 0[|3 0 5[= م- a,‏ 8اء = cı‏ 
3 
1 
5 -0[01-0 0 5[= ,ہ- ہو ھٰ۔ c4‏ 
0 
4 
Ba, -c, =[5 0 0[5|-15- 5‏ - وم 
1 


1 مقدمة ق البرجحة الخطیة 


وبما أن المتغير ,× هو المتغير ذو المعامل الأكبر بإشارة سالبة» إذا ,× هو المتغير الداخل 
في هذه المرحلة. 


تحديد المتغير ا خارح 

لتحديد المتغير الخارج نقوم بحساب عمود ,× › والطرف الأيمن في المرحلة 
الحالية: ثم نستخدم اختبار النسبة لتحديد المتغير الخارج. وقي البداية نقوم بحساب 
عمود ,× فى المرحلة 1 . 


1/4 0 ۹ 
Ba =| -1/2 1 0|3|=| 2 
-3/4 0 1[3[ ۹4 

وكذلك نقوم بحساب الطرف الأيمن في المرحلة رقم "1". : 


"Tê Û بی‎ 3 
B"b=|-1/2 1 0130-4 
-3/4 0 8 9 


وباستخدام اختبار النسبة نجد أنه بقسمة الصف الأول في الطرف الأيمن على الصف 
الار۶لق عصوه وع نهل علي 2 - (3/)1/4 والصف الثاني يعطلي 
5 = (24/)5/2 والصف الثالث يعطي 4= (9/)9/4. إِذا ,× سوف يدخل 
الأساس في الصف الثالث ۸٠۷3‏ . إي أن المتغير ال خارج سوف يكون ,5. وبذلك 
هي الموتجلة :1 . 


طريقة السمبلكس المعدلة ١75‏ 


المرحلة رقم جک 
فى هذه المرحلة يكون لدینا المتغيرات الأساسية [,*..د,ر *) =(2) 281 
نما تكو العغیرات غير اللأساسية (وظی8,,؛] -(2) 8# : نعلم أن #8 سوف 
تكون أعمدة المتغيرات وكاررى.,ى فى المرحلة الحالية: 
حتی ننتقل من الجدول "1" إلى الجدول "2" لابد من إجراء العمليات الصفية 
التالية لتحويل عمود ,× من [9/4 5/2 1/4] إلى [1 0 0] (لكي يكون 
المتغير ,× متغيرًا أساسيًا في الصف 3 سه۸ في المرحلة 2 ) : 
-١‏ ضرب الصف 108:3 في ا جدول 1 في 4/9. 
٢‏ ضرب الصف 3 :201 فى ا جدول 1 في 1/9- وإضافته للصف 1 سه۸. 
-٣‏ ضرب الصف 3 R0۷‏ في الحدول 41 9-- وإضافته للصف 2 ۹۹۱۲. 
وللحصول على "8 » نقوم بتطبيق العملیات الصفية السابقة على المصفوفة "8 
فنحصل على : 


]/3 0 9 
B; =| 1/3 1 -10/9 
-7/3 0 9 


تحديد المتغير الداخل 
نقوم في البداية بحساب معاملات المتغيرات غير الأساسية في الصف 0 سه۸ . 
ماأن: 3 ×رر ,× - (2) 87 ؛ أذًا [10 0 20]- وء وبذلك فإن: 
| تم dS FE‏ 


cB; =[20 0 10]| 1/3 1 -10/9|=[10/3 0 20/9[‏ 
وو 6 ورك 


١‏ مقدمة في البربحة الخطية 


حسب الآن معاملات و×, ,رة على التوالى. 


0 
B;'a,-c« -]10/3 0 20/9[0(-0- 9‏ ¢ دوع 
1 
2 
3أ-0-]20/9[0 0 10/3]- -c,‏ ,و'۔ و ے۔> c4‏ 
0 
4 
15-9۔] 5 |[20/9 0 10/3]- رع B; a,‏ = وم 
1 


نا أن جمیع المعاملات في الصف 0 30۷٦۷‏ غير سالبة ؛ إِذّا المرحلة "2" مرحلة أمثلية 
ويبقى أن نوجد قيمة المتغيرات الأساسية وقيمة دالة الہدف. 


ولإيجاد الحل الأمثل : نقوم بإیجاد الطرف الأيمن للقيود في المرحلة 2 والذى 
يساوي : 


5 ê OTE 3 
آ- 0ھ‎ 1/3 1 -10/9030| 4 
173 û A0 li 4 


وعا أن المتغيرات الأساسية هى OF‏ 2177 :51ا ا لحل الأمثل هو : 


18ت )| ےچ 
4 7 


وقيمة دالة الہدف ‏ 2 يمكن الحصول عليها من العلاقة : 


ك | | 
2 


طريقة السمبلكس المعدلة 5 ١‏ 


12 
0۔ | 30 |]20/9 0 10/3]-<ط رشوّعء- z2‏ 
18 
وبذلك نكون قد توضلنا إلى الحل الأمثلى. O‏ 


طبعًا من الممكن تحديد نوع المسألة اة اش آوكبا كر من جحل : او 
غير محدودة الحل ؛ أو غير منتظمة) باستخدام طريقة السمبلكس المعدلة وذلك بطريقة 
مشابهة ما تم عمله في طريقة السمبلكس العادية. كما يكن حل مسائل القيمة الصغرى 
0 بطريقة مشابهة. 


١‏ مقدمة في البر بحة النطية 


(0.1) أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلكس المعدلة» ثم بين نوع هذه 
المسألة (وحيدة ا حلء أو لہا أكثر من حل , أو غير محدودة الحل : الى السو اللا 
حل ؛ أو غير منتظمة). 


و3 + 20ر > 111372 
3 :و32 + ا E‏ 
2 > ,+ ,×2 


ER, لات‎ 


(0) استخدم طريقة السمبلكس المعدلة لإيجاد حلين أمثليين للمسألة التالرة : 
د + ,2ك - max Zz‏ 
St 2K, +38 4‏ 
اک وط6 
Ax, +361 2‏ 


E0‏ ےی تا 


(0) أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلکس المعدلة : 


min 2 - جك‎  - ب‎ 
اہ‎ RFR, 8 
RS 
4 


2U‏ وى 


طريقة السمبلكس المعدلة 1 ١‏ 


(0,5) فى مسألة الب رجة الخطية التالية : 
max 2 - 33. +x,‏ 
2 وت E A‏ 

4 .وريه پت 


0 2وت 
كانت اع ات الأساسية ھی و = 87 . أوجد ا حخدول الأمثلى 


مباشرة بدوں استخدام أي تحوير. 


(0.5) فى مسألة البریجة الخطية التالية : 


Max 2 =X +X, 
اڈ‎ AER, =4 
ے۴‎ S2 


0 كو 
كانت المتغيرات الأساسية هي (رك,ر) = 87. أوجد الجدول الأمثلي 


مباشرة بدون استخدام أي حوير. 


(0.5) أوجد حل المسألة التالیة باستخدام طريقة السمبلکس المعدلة» ثم بين نوع هذه 
ااا (وحيدة الحل: أو لبا أكثر من حخل؛ أو غير حدودة الحل ؛ آؤ لبس آنا 


mın Z2 - 22, —3X, 
f. A, FOS 
6ا 200ر 0 جرد‎ 


20 و 


1۸ مقدمة ف البرجة النطية 


(0,۷) أوجد حل المسألة التالية باستخدام طريقة السمبلکس المعدلة» ثم بين نوع هذه 
المسألة (وحيدة ا حلء ای لہا أكثر هن خل: أو غير محدودة ا حل ء او اليد کہا 


عاك - max z‏ 
4 ہ36 ]ء8 
کے 0ے ہت 


2 یت 


(۵,۸) لتكن لدینا مسألة الب رمجة الخطية التالية : 
و عو © + لم -> 2 max‏ 
SD;‏ رديت پت تھے ب8 
<b,‏ کن ا رات کے 


tg 2Û 


والتي لہا الجدول الأمثلى (5,1) 
جدول (8,1). 


rhs‏ 0 رگ a‏ 2 ]| بس 





0 
0 
1 


احسب © وى 2و وو و رج و و04 ,4 . 


(لمِن ساون 


تحلیل الحساسية 


Sensitivity Analysis 


ه أهمية تحليل الحساسية 

ه تحليل الحساسية باستخدام الرسم 

٭ طريقة السمبلكس باستخدام المصفوفات 
ه خلیل الحساسية بطريقة المصفوفات 


يعتبر تحليل الحساسية (681(:815ة ۷ا[۷نانفو٥٥)‏ واحدا من أهم مواضيع البرمجة الخطية, 
حيث يتم من خلاله التعرف على التغير في الحل الأمثل عندما يتغير أحد معاملات 
متغيرات القرار أو الطرف الأيمن فی أحد القیود. 

إن تحليل الحساسية يمكن الاستفادة منه بعد التوصل إلى الحل الأمثلى لمسألة 
البريجة ا لخطیة ء ويهدف إلى معرفة ما إذا كان التغير في معاملات المسألة سوف یبقی 
ا لحل الأمثلي للمسألة الأصلية أمثليًا أم سوف يتغير إلى حل آخر. وإذا تغیر الحل 
الأمثلى ؛ كيف يمكن التوصل للحل الجديد بطریقة بسیطة: ودون الحاجة لحل المسألة 
الحديدة. 


١ 





۰ مقدمة ف البريحة الخطية 


الواقع أن هناك عدة حالات قد تظهر عند القیام بتغییر معاملاات المسالة: وهذده 
اخالات ھی : 
يظل الحل الأساسى الأمثلى للمسألة الأصلية أمثلمًا بعد تغییر المعاملات. 
يكون الحل بعد تغيير المعاملات غير مقبول (1212851516). 
٣‏ يكون الحل بعد تغيير المعاملات غير أمثلي. 
سوف ندرس في هذا الكتاب التغير الحاصل ف الحل الأمثل للمسألة الأصلية 


عندما تتغير معاملات دالة الہدف ؛ وكذلك عندما يتغير الطرف الأعن من القيود. 


)٦۱(‏ أهمية تحليل الحساسية 


Importance of Sensitivity Analysis 
تحت هذا العنوان نبين أهمية تحليل الحساسية فى مسائل البرمجة الخطية. ولكننا ظ‎ 
حتاج إلى بعض التعاريف الأساسية نبدؤها بتعریف متغيرات النموذج الریاضی.‎ 


تعريف(١١,"):‏ متغيرات اللموذج الرياضي Model Parameters‏ 


متغيرات النموذج الرياضي (أو اختصارا متغیرات النموذج) ھی معاملات 
متغیرات القرار في دالة الہدف © » ومعاملات متغيرات القرار في القيود ٥‏ ؛ 
والطرف الأيمن ف القيود ,ط. 


ما الذي سوف يحدث للحل الأمثل لو أننا قمنا بتغییر أحد متغيرات النموذج؟ هذا 
السؤال كثيرا ضا یرد ق مسائل البرجة الخطية. إن أي تغير في متغيرات النموذج يخير 





رت لفاس ١١‏ 


طريقة لمعرفة تأثير تغير متغيرات النموذج لمسألة البرمجة الخطية على الحل الأمثل لبا. أي 
كيف سيتغير امحل الأمشل لمسألة البرجة الخطية إذا تغيرت المعلومات المدخلة 
(المعاملات). هذا ما يعرف باسم تحليل الحساسية. 


تعر یف( ا تحليل الحساسية Sensitivity Analysis‏ 


تحلیل الحساسية هو دراسة كيفية تغير ا حل الأمثل عندما تتغیر متغيرات 
النموذج في مسألة البریجة الخطية. 


إن من المهم أن نعرف ما هو المدى الذي کن لأحد متغيرات النموذج أن 
يتحرك فيه بحیث يظل حل مسألة البرمجة الخطية الأصلية أمثليا في المسألة الجديدة. فيما 


يلى نعرف هذا المدى. 
تعريف(5,7): مدى التغير Range of Variation‏ 


يعرف مدى التغير لمتغير نموذج رياضي بأنه القيم التي من الممكن أن 
يأخذها هذا ا متغیر بحيث يكون الحل الأمثلى للمسألة بعد التغيير هو نفس 
الحل الأمثلى للمسألة الأصلية. 
بعد أن قمنا بتعريف تحليل الحساسية ومدى التغير لمتغيرات النموذج 
الرياضي ؛ نوضح فيما يلي أهمية تحليل الحساسية. 
لنفرض أننا قمنا بحل مسألة برمجة خطية وتوصلنا للحل الأمثل» ثم بعد ذلك 
قررنا أن نقوم بتغيير أحد المعطيات كقيمة السلعة ا مباعةء أو الوقت ا متاح أو كمية ا مواد 


Y1‏ مقدمة في البريحة النطية 


الأولية مغلا. وياستخدام ليل اللحساسية لستطيع آن تو جد اخل الال المسالة 
الجحديدة دون الحاجة إلى حل المسألة من جديد. 

بالإضافة لذلك» فإن معاملات مسألة البريجة الخطية من النادر أن تكون 
معروفة بشكل دقيق في المسائل التطبيقية ؛ وذلك لأن هذه المعاملات عرضة للتغير. 
فعلى سبيل ا مثالء كمية الطلب في المستقبل على سلعة معينة » أو كمية المواد الخام» أو 
حتی عدد العمال» كل هذه المعلومات من الصعوبة التنبؤ بها بدقة قبل حل المسألة ؛ 
لذلك نستخدم قيما تقريبية لمتغيرات النموذج : وعندما يحدث تغير في أحد هذه 
ا متغیرات » نستخدم تحليل الحساسية لحل المسألة الجديدة. 

كما يفيد تحليل ا حساسیة في عملية تقليل التكلفة أو زيادة الربح. لنفرض أن 
لدينا معلومات كاملة عن المسألة كعدد العمالء وعدد الساعات التي يمكن أن يعملوا 
فيهاء وكذلك كمية المواد الخام. إن تحليل الحساسية يعطينا القدرة على دراسة تأثير تغير 
هذه المعلومات على الحل الأمثل. إذا كان تغير الحل الأمثل في صالحنا ( زيادة الربح أو 
تقليل التكلفة) عندما نقوم بعمل تغيير بسيط فى المعاملات فإنه من المفيد أن نتخذ قرارًا 
بهذا التغيير» فمثلا إذا كانت زيادة عدد ساعات العمال سوف تزيد الربح بكمية أكبر 
من التكلفة المدفوعة للعمال فإنه من المناسب زيادة عدد الساعات. 


)٦,۲(‏ تحلیل الحساسية باستخدام الرسم 
Graphical Sensitivity Analysis‏ 


نحت هذا العنوان نستخدم الرسم لتحليل الحساسية في مسائل البرمجة الخطية 
التي حتوي على متغيرين. سوف نقوم بدراسة التغير الحاصل في الحل الأمثلى عندما 


شی اد 


حلیل الحساسية 7 


متغيرات النموذج. وسوف يقتصر تعاملنا في هذا الكتاب على التغير ا حاصل 
في معامل الكل متغيرات القرار في دالة البدف أو الطرف الأيمن ف أحد القيود. 


نقوم بشرح تحليل الحساسية باستخدام المثال التالی : 


)٦:۱( مغال‎ 

يقوم مصنع أدوية بإنتاج نوعین من الأدوية : بندول مركزء وبندول عادي. 
تتطلب صناعة علبة من البندول المركز ساعتين من العمل وما كميته ٠٠١‏ جرام من 
المواد الأولية. بینما تتطلب صناعة البندول العادى ساعة واحدة وما كميته ٠٠١‏ جرام 
من المواد الأولية. 
يستطيع المصنع العمل لمدة ٠٠١‏ ساعة في الأسبوع ولديه كمية ۸ كيلوجرامات من 
المواد الأولية. ويربح المصنع من علبة البندول المركز ” ريالات» ويربح من علبة 
البندول العادي ريالين. وأخيراء فإن الطلب على البندول المركز لا يتعدى ٠٤‏ علبة 
أسفعا 
إذا علمت أن المصنع يرغب في تحقيق أكبر كمية ربح ممكنة من بيعه للبندول المركز 
والبندول العادي: أوجد صياغة مناسبة لبذه المسألة؛ ثم قم برسم منطقة الحل وأوجد 
الحل الأمثلي. 


الحل 


تعرف متغيرات القران لتکو ن : 


عدد علب البندول المركز المنتجة أسبوعيا <: ,× 
عدد علب البندول العادى المنتجة اسو غا .۴× 


۷٤‏ وع شاف 
ومن ئم فإن مسالة البرجة ا خطیة تأخذ الصورة التالية : 


و لاك + يرق = 2 max‏ 
100 و م SE‏ 
0 .7+ و 
0 > 2 
s20‏ 
وبإضافة متغيرات مكملة إلى القيود ؛ نحصل على الصيغة المياسية التالىة : 
=F FAR‏ ج Ma‏ 
E OSE =100‏ 
xX, +X, +5, =0‏ 
40ح رود بت 


ل سے ای البو تا 

نقوم الآن برسم القیود مع أحد مستقيمات الربح وهوالمستقيم 120= 2 ؛ 
كماهو موضح في الشكل .)٦.1(‏ بالإضافة لذلك» قمنا بتوضيح ميل المستقيمات 
)81٥6(‏ في الرسم » حيث إننا سوف نحتاج إلى هذه المعلومة فيما بعد عندما نقوم بشرح 
تحليل ا حساسیة. 

يمكن حل هذا ا مثال بطريقة الرسم أو بطريقة السمبلکس ؛ ومن ثم الحصول 
على الحل الأمثلى 180= 2 عند النقطة 20 - × و60- و (النقطة 8 نی شكل 
(O)‏ 

في هذا الحل كانت المتغيرات الأساسية هي ووو نوات 77و اسا 
المتغيرات غير الأساسية فهي [وى. ردأ - .NBV‏ ل 


سیب ت۵ غ 


قید الوقت 





قید المو اذ الخام 
slope = -[‏ 


80 8 لہ لك 


)5,١(لكش‎ 


عاك سوال يجادر للذهن وهو ما مدی تغيرالخل الامٹلی ف حالة تغير 
ساملات نات الہیف آر ھی الطرف الى من الو فعا كرف سيكو طز ٹر أن 
الصنع قرر أن يكون رجه من علبة البندول ا مرکز ٤‏ ريالات بدلا من ۳ ریالاتء أي لو 
آفیہعت السالة: 
ہے + max 2 =4x‏ 
AE Fx, S100‏ 5.6 
SFR, SU‏ 
40 > و 


() < د أو ل 


٦‏ مقدمة في البربحة الخنطیة 


في هذه المسألة قمنا بتغيير معامل ,× في دالة الہدف من 3 إلى 4. هل ا حل الأمثلي 
سوف يظل عند النقطة 8؟ إذا كان الحل الأمثلى سوف يظل عند النقطة 8ء فماقيمة 
دالة الہدف في هذه الحالة؟ وإذا كان الحل الأمثلي سوف ينتقل إلى نقطة آخری؛ فما 
هي هذه النقطة؟ وكم قيمة دالة البدف عند هذه النقطة؟ جميع هذه الأسئلة سوف 
تتم الإجابة عنها لاحقا. 

سؤال آخرء ما الذي سوف یحصل للحل الأمثل لو أن المصنع قرر أن يقلل 
ساعات العمل الأسبوعي من 100 ساعة إلى 80 ساعة. أي لو أصبحت المسألة : 


MANE قوط وريه‎ 
اڈ‎ 28, 
E FNS SU 
7 < 40 


aR, 0ے‎ 


أي أننا قمنا بتغيير الطرف الأيمن في القيد الأول من 100 إلى 80. هل الحل الأمٹلی 
سوف يظل عند النقطة 13؟ إذا كان الحل الأمثلى سوف يظل عند النقطة 8» فما قيمة 
دالة البدف في هذه ا لحالة؟ وإذا كان الحل الأمثل سوف ينتقل إلى نقطة أخرى»؛ فما 
هي هذه النقطة؟ وكم قيمة دالة الہدف عند هذه النقطة؟ 

قد يظن القارئ أن كلا المسألتين السابقتين عبارة عن مسألة جديدة ونحتاج إلى 
القيام بحلها من جديد» ولكن من حسن الحظ أننا لا نحتاج إلى حل المسألتين من 
012 بل نستطيع أن نوجد حلا للمسألتين من خلال معرفتنا لحل المسألة الأصلية ؛ 
وذلك عن طريق حلیل ا حساسیة. 


تحليل الحساسية YY‏ 
)٦,٢,۱(‏ تحليل تغير معاملات دالة ادف على الحل الأمثل 

The Effect of a Change in an Objective Function Coefficient. 

في هذا الفصل نقوم بدراسة تأثير تغیر أحد معاملات دالة الہدف في المسألة 
الأصلية على الحل الأمثل الحالي ( أي بعد تغير معامل دالة البدف). إن دالة البدف فى 
ا البر جة الخطية تأخذ الصورة: 

AKS SER, FEF. 

عدا عق اليسة ج أو قبعة ر»» فإن ميل المستقيم =٤‏ 2 سوف يتغير. وقي هذه 
ا حالة قد يتغير الحل الأمثلي إلى نقطة حدية أخرى. ولكن هناك جال معين للتغير لكل 
من © وده بحيث لا يتغير الحل الأمثلي ( مدى التغير). نوضح ذلك من خلال المخال 
الغالى : 


جج 


مثال )٦:٦(‏ 
وضح تأثير تغیر ٥,‏ (معامل ,× في دالة الہدف) على ا حل الأمثلي ا حالی في 
الثال ا 


ال حل 
ا أن رے هي معامل المتغير ,× في دالة الہدف؛ إِذًا ,© تمثل قيمة البندول المركز بدلا من 
3. نناقش الآن تأثير هذا التغير فى الحل الأمثلى ا حالی وهو 20 - ×رء 60- :+ و 
0- 2. في هذه الحالة تكون مسألة البرمجة الخطية معطاة بالصورة : 
و 216 + رع > 2 max‏ 
Ê ACERS ۹[‏ 
EFER, SOU‏ 
40 > 2 


Û‏ يونت م 


۷۸ مقدمة في الہر بحة الخطية 


من الواضح أنه لو زاد ربح المصنع من البندول المركز بشكل كاف (أي قمنا 
بزيادة © بشكل كافي)» فإن المصنع سوف ينتج عدذا أكبر من البندول المركزء أي أن 
وى سوف تصبح متغيرا غير أساسي (لماذا؟). أما لو نقصت قيمة البندول المركز بشكل 
كافي (أي قمنا بتقليل ,© بشكل كافي)ء فإنه من المتوقع أن المصنع سوف ینتج بندولا 
عاديا فقط ويتوقف عن إنتاج البندول المركزء أي أن ,د سوف يكون متغيرا غير 
أساسي (لماذا؟). 

السؤال الآن ما هو ربح المصنع الذي يجب أن يحققه من بيعه للبندول المركز 
بحیث يبقى الحل الأساسي الأمثلى الحالي 20 - ,× و60 = ر× حلا أمثليًا للمسألة 
الجديدة؟ بمعنى آخر ما هي القيم الممكنة ل ,© لكي يبقى الحل الأساسي الأمثلي الحالي 
خلا املا للمسآلة القديدة؟ 

في الوقت الحالي قيمة 3= ٤۔‏ إا أي مستقيم ربحي سوف تكون معادلته 
بالصورة 2200715 2 › ای 


3X, + 2X, = 5 


سوف نعتبر الآن المستقيم الربحي بل والذى له المعادلة التالية : 


05 کہ 
...سس سس سلہ 
2 2 





کو کے 


إذا ميل المستقيم الربحي هو 3/2-. وكذلك نعتبر المستقيمين الناتجین عن القیودء 
رفس 
00 = سک رو :ا 
والذي ميله يساوي 2- ء والمستقيم : 
0+ ر۔ ح x,‏ :پ27 


۹ E E. 


والذي ميله یساوي : 
ناتی الآن للحالة التي تكون فيها قيمة البددول المركز تساوي ,© في هذه الحالة 
تكون معادلة ا مستقیم الربحی بالصورة : 


cons‏ مه 
لس پول 
© 2 


وميل ا مستقیم في هذه ا حالة يساوي ا 

نقوم بدراسة وتحلیل التغيرات التي سوف تحدث للحل الأمثلي عند زيادة ميل 
المستقيم .2 ؛ وكذلك عند تقليل ميل المستقيم ہل . 
-١‏ نلاحظ أنه في حالة زيادة ميل ميل المستقيم ت ء فإن الیل سوف يزداد حتى يصبح 
رمعل ادلی 5ء مدق لاسرا چھ اڈ ل انعضي اللي در 
النقطة 8 إلى النقطة ۸ ؛ إا ا حل الأساسي 


ہے مس مادام ديل انمت 2 أقل من ميل المستقيم 
دغ أن عا 





کن رہ وت عبت 


ِذْا عندما تكون قيمة ,© أكبر من أو تساوي 2 فإن ا حل الأمثلى سوف يظل عند النقطة 
8. أما إذا كانت ,© أقل من 2 فإن الحل الأساسی الأمثلى سوف ينتقل من النقطة 8 
إلى النقطة ‏ أي عند النقطة (0,80). وهذا يعنى أنه لو كانت قيمة البندول المركز أقل 
من 2 فإنه من الطبيعي أن يتوقف المصنع عن إنتاج البندول المركز ويركز إنتاجه على 
البندول العادي. 


IA.‏ مقدمة في البر بحة الخطية 


النفطة 8 إلى النقطة ©. إ1 ال الأساسى الأمثلى سوف يستمر عفد القطة 8ن حالة 
کون ميل المستقيم © أكبر من ميل المستقيم ي7 ء أي عندما : 


48 = ا 


إدا عندما تكون قيمة ,© أقل من أو تساوى 4» فإن الحل الأمثلى سوف يظل عند 
النقطة 8. أما إذا كانت قيمة ,© أكبر من 4 فإن الحل الأساسى الأمثلى سوف ينتقل من 
النقطة 8 إلى النقطة © أى عند النقطة (40,20) . وهذا يعنى أنه إذا كانت قيمة البندول 


المركز أكبر من 4 فإنه من الأفضل إنتاج أكبر كمية ممکنة من البندول المركز وهي 40 . 


وكملخص لا تم ذكره في الفقرتين )١(‏ و (۲)» ينضح أنه في حالة تغير ,© 
(قيمة البندول المركز) فإن ا حل الأساسي الأمثلي سوف يظل دا سا البو سود 
4 > ,»> 2. وفي هذه الحالة فإن المصنع سوف يقوم بإنتاج 20 علبة بندول مركز و 60 
علبة بندول عادي. ولكن في هذه الحالة سوف تتغير قيمة الحل الأمثلى 180 - 2 
وتصبح معتمدة على قيمة ,٥ء‏ فمثلا لو كانت ,© تساوي 4 فإن: 
z2 ˆ = 4)20(+ 2)60( = 0‏ 
أي 200 ريال بدلا من 180 ريالا. 
وبشكل عامء إذا كانت قيمة ,© محصورة بين 2 و4 ء فإن ا حل الأمثلي 
لسألة البرمجة الخطية سوف يكون 20 = × و60 = :+ » وقيمة دالة الہدف فی هذه 
ا حالة سوف تعتمد على ,© » وبالتعويض ف دالة البدف نجد أن : 
0 - ع20 = (2)60 + (20)ع- ` z‏ 
لعل من المهم التنبيه إلى الملاحظة التالية : قد يتبادر لذهن القارئ أنه في حال 
وضعنا 1= ,© » فإن الحل الأمثل سوف يصبح 140 - (2)60 +(1)20= 2. ولكن 


تحليل الحساسية ۱۸1 


هذا الكلام غير صحيح ؛ والسبب أن 1= ,ع ليست داخل مدى التغير. الواقع أنه في 
هذه الحالة سوف ينتقل الحل من النقطة 8 إلى النقطة 4. وبذلك تكون قيمة دالة 
الہدف تساوی 0 - (2)80 = 2 

أما لو كانت قيمة 5 - ,©2: فإن ا حل سوف ينتقل إلى النقطة (40,20) = €» وقيمة 
دالة البدف ف هذه ا خالة 240 = (2)20 + (5)40 - ' ج , O‏ 


نستطيع أن نلخص الثال السابق كالتالي» عند تغير أحد معاملات دالة الہدف 
فإن ا حل الأمثلي يظل كما هو مادام ميل المستقيم 0075 - 2 محصور بين ميل 
المستقيمين الملزمين أى المستقيمين اللذين يعطي تقاطعهما ا حل الأمٹلی للمسألة 
الأصلية. وفي هذه الحالة تكون قيم متغيرات القرار هي نفسها في المسألة الأصلية بينما 
تتغیر دالة البدف وتعتمد قيمتها على معامل دالة البدف .٥,‏ 
)٦,۲,۲(‏ تحليل تغير الطرف الأيمن على الحل الأمثل 
The Effect of a Change in a Right-Hand side of the LP's Optimal Solution‏ 


إن من الممكن استخدام الرسم أيضا لتحديد ما إذا کان إحداث تغير في الطرف 
الأيمن لأحد القيود سوف يغير الحل الأساسي الأمثلی ا حالی أم لا. 
نبين في المثال التالي تأثير تغير الطرف الأيمن في القيود على الحل الأمثل. 
مثال یا 

من خلال الرسم » وضح تأثير تغير الطرف الأيمن في القيد الأول على الحل 
الأمثلي ا حالي في المثال (1.1). ثم وضح تأثير تغیر الطرف الأيمن في القيدين الثاني 
والثالث على الحل الأمثلي ا حالی. 


AY‏ مقدمة في البربحة اخطیة 


الحل 
ليكن ,8 هو عدد ساعات العمل المتاحة. نلاحظ أنه في المسألة الأصلية كانت 
قيمة ,8 مساوية ل 100. وفی هذه الحالة سوف يكون القيد الأول معطى بالعلاقة : 


ts SD 


السؤال المطروح هنا: ما هى القيم المكنة ل ,ط بحيث يكون امحل 
الأساسي الأمثلي 8 حلا الا ؟ الواقع أننا عندما نقوم بتغيير قيمة ,8 فإن الحل 
الأمثلى لن يكون عند النقطة 8 ؛ لذلك فإننا نستبدل السؤال السابق بالسؤال التالي : 
ما هى القيم ا ممكنة ل ,ا بحيث يظل ا حل الأساسي الأمثلي نقطة تقاطع 
ا مستقيمين ملا و 14 ؟ 

نلاحظ أننا عندما نقوم بتغيير قيمة رط فإن المستقيمات الناتجة هي مستقيمات 
موازية للمستقيم ب » هذه المستقيمات نرمز لہا بالرمز ;2 وتعرف كالتالي : 

بطاح 23+ 20 : پا 


ا حل الأساسي الأمثلي کان عند النقطة 8 وهي نقطة تقاطع المستقيمين ,7 
و بل . عندما تتغير قيمة ,5 فإن الحل الأمثلي لن يصبح عند النقطة 8 ولكنه سوف 
يظل عند نقطة تقاطع المستة ين مادام المستقيمين يل و مل يتقاطعان. سوف نرمز 
لنقطة التقاطع بالرمز ,8 . 
نقوم بدراسة وتحليل التغيرات التی سوف تحدث للحل الأمثلي عند زيادة قيمة 
|6 وكذلك عند تقليل قيمة ,ط. 





4 عند زيادة قيمة .0 »› د أن لمعي ع ق وك سوف يتقاطعان حتى نصل 
إلى النقطة 1. وفی هذه الحالة يمكن الحصول على قيمة رط بالتعویض عن قيمة 


تحليل الحساسية AY‏ 


0 = ر × ,40 = × في العلاقة ,25 ر ×+ ,285 . فينتج أن قيمة رط تساوي 120. في 
هذه الحالة تنطبق النقطة ,8 مع النقطة (1. نستنتج من ذلك أنه إذا كانت 120 > رط 
فإن الحل الأمثلي سوف يكون تقاطع المستقيمين ,7 و ي2 أي النقطة ,8 . إما إذا 
كانت 120 < رط ء فإن تقاطع | بن ہل و با سوف يكون عن يمين المستقيم 
0- ,×. أي أن عدد علب البندول المركز أكبر من 40 وهو ما يخالف شرط الطلب. 
إا في هذه الحالة سوف يتغير الحل الأمثلي. ولن يصبح تقاطع المستقيمين رک وم . 
1 - عند تقليل قيمة ,5ط : نجد أن المستقيمين يآ و +2 سوف يتقاطعان حٹی نصل 
إلى النقطة ۸. وفی هذه الحالة يمكن الحصول على قيمة بط بالتعویض عن قيمة 
0= ر× ,0= ,× في العلاقة با *+ ,22 . فينتج أن قيمة ,8 تساوي 80. في 





هذه ا حالة تنطبق النقطة ,8 مع النقطة ۸. نستنتج من ذلك أنه إذا كانت 80 < رط 
فإن الحل الأمثلي سوف يكون تقاطع المستقيمين ,7 و و۳ أي النقطة ,8 . إما إذا 
كانت 80 > بط ء فإن تقاطع المستقيمين ما و ی2 سوف يكون عن يسار حور ر× 
أي عندما تكون 0 > , ×. وهذا يعني أن عدد علب البندول المركز سوف يكون عدذًا 
سالبًا وهذا مستحيل. إِذا في هذه الحالة سوف يتغير الحل الأمثلي ؛ ولن يصبح تقاطع 
المستقيمين ہگ و يا. 

نستطيع تلخيص ما سبق بأن الحل الأمثلي سوف يظل تقاطع المستقيمين ,7 
و و7 متى ما كانت قيم ,5 محصورة بين 120 > ,5 > 80. ولكن على الرغم من أن 
الحل الأمثل سوف يستمر تقاطع ب7 مع و7 › إلا أن قيمة متغيرات القرار وقيمة دالة 
البدف سوف تتغير. فمثلاً إذا كانت 100 > رط > 80 فإن الحل الأمثل سوف يتغير 
من النقطة 8 إلى نقطة آخری ,8 تقع على القطعة المستقيمة ۸8. بينما لو كانت 


At‏ مقدمة في البريحة الخطية 


0 > رط > 100 فإن الحل الأمثل سوف یتغیر من 8 إلى نقطة أخرى ,8 تقع على 
المستقيم (اظ. 
لفحب الا یا اخل الأكل اذا یت < ضیف £5120 33 0اا لگ 
مقدار التغير لك ولتكن 4 + 100 = ,5. في هذه ا حالة سوف يظل ا حل الأساسی 
الأمثل تقاطع المستقيمين ,7 مع و7 مادامت 20 > 4 > 20-. ولزیجاد الحل 
الامثل ؛ نوجد نقطة تقاطع المستقيمين ي7 و یک . معادلة المستقيمين سوف تكون : 
ذ +100 ح 2x, +x,‏ 
SOU‏ یئ 
نقطة التقاطع هي : 
x; - 60-4‏ ,لخ +20 - x‏ 
وقيمة دالة الہدف : 
(ھ - 2)60 + A(‏ +3)20 - ء 
2۸ +180[ - 
نأتي الآن للحالة الثانية لو تم تثبيت 100 - رط وتغيير رط بحيث تصبح 


۸ + 80 = رط. لنعرف المستقيم بل بأنه : 
را = 5+3 :یل 


من السهل ملاحظة أن الحل الأمثلي سوف يستمر تقاطع المستقيمين ريك و يل 
مادامت 20 > 4 > 20- وسوف يكون الحل الأمثل عند النقطة : 

ê, 2 20 نات‎ 

60+2۸ = رع 


وقيمة دالة الہدف : 


' z7  ۔180+۸‎ 


وأخير] عد بيت 100 = 0 80ت زط وكغيير .8 غحرٹ ۸+ 40 = 0 
يستمر الحل الأمثل عند النقطة : 


ETAR 


LJ تج‎ =0 


(*,5) طريقة السمبلكس باستخدام المصفوفات 
The Simplex Method in Matrix Form‏ 
نحت هذا العنوان سوف نوضح كيف يمكن الاستفادة من الصيغ التي 
استخدمناها في الفصل الخامس عندما تحدثنا عن طريقة السمبلكس المعدلة في إيجاد 
الحل الأمثلي لمسألة البريجة الخطية بمعرفة المتغيرات الأساسية في الجدول الأمثلى. لتكن 
لدينا مسألة البرمجة الخطية التالية والتى تحتوي على 7# من القيود و ۶ من ا تغیرات : 


ان لوس نحت 0م - 2 111216 


7 72 


لاحي ال سند د ات ا تھے :اڈ 


la” م‎ 


و کس ند ہج ”و و + رتا 


FAX + ...+ Aa, <P‏ رق 

ويك 21 ) SÛ‏ 
في حالة معرفتنا للمتغيرات الأساسية في الجدول الأمثلي لہذہ المسألة ؛ نستطيع أن 
نعرف الحل الأمثل لہذہ المسألة دون أن نقوم بحلها. نوضح هذه الطريقة في المخال 
التالى : 


FFT 


۱۸٦‏ مقدمة في البريحة الخطية 
مقال :۹4.8 
لتكن لدينا مسألة البرمجة الخطية التالية والمكتوبة في الصيغة القياسية : 


05-05 + علا 4 رند5 1+ FAO,‏ لا 0280-2 


8.۲ عر لد ير‎ F ديرك‎ F9 2 
ر2 + رڈ‎ +X, +3 = 30 
336 FIRS FF, +S; =18 


لنفرض أننا استطعنا إيجاد الحل الأمثلي» وليكن ,۷ط هو الحل الأساسي للصف : في 
ا لجدول الأمثلي النهائي. ولنعرف 87 على النحو التالي : 

| وی قات BF‏ 
ولتكن ”7787 ا جموعة المكونة من الحلول غير الأساسية في الجدول الأمثلى » ولنعرف 
المتجهات ,× , وا كالتالى : 


bv, nbv, 
تاويرع‎ 3 = 
۷ ب_ ہر 0۷[ س‎ 


عند قيامنا بحل هذه المسألة باستخدام طريقة السمبلکس » توصلنا إلى الجدول 
الأمثلي التالى : 
5/9x, +10/35 + 20/9926 =0‏ + 2 
5A‏ .1/99 ب HO‏ ع FIL,‏ :3215 
4ے ہب9 /10تے +s,‏ 1/35 + .47/9 
4= ہ8 4/98 + ا ےہ Ry‏ ہ 0 


فال ایا ۸۷ 


من الواضح أن المتغيرات الأساسية هي إ,×,رك,ر×)= 87 ء أما المتغيرات غير 
الأساسية فھی إوكر,ك,و×]= 27/87. وفي هذه الحالة نجد أن × وو تأخذ القيم 


التالية : 
72 3 
رك | - بر وا ج کت وھ 
ے3 ۴ 


نعرف الآن المتجهين و و ہر لیکونا معاملات المتغيرات الأساسية وغیر الأساسية 
على الترتیب في دالة الہدف الأصلية: ومن ثم : 

[10 0 20] = یىی 

cey =]15 0 0|‏ 
نعرف المصفوفة 8 من النوع ”۳× 7# بأنها المصفوفة التي يكون العمود تر هو 
معاملات المتغير الأساسى , ٢ط‏ ف المسألة الأصلية. ف مثالنا السابق يكون العمود 
الأول للمصفوفة 8 هو عمود ,د في المسألة الأصلية ٠‏ والعمود الثانى هو عمود رك 
وأخيرا العمود الثالث هو عمود CX,‏ أى أن : 


4 1 
B =| 2 3 
3 3 


الآن نعرف ,8 بأنه عمود , × فى قيود المسألة الأصلية» و نعرف ,,,,8 بأنه عمود ,5 
في قيود المسألة الأصلية. كما نعرف المصفوفة ١‏ بأنها من النوع (7-70)< :7 بحیث 
تكون أعمدتها هي أعمدة المتغيرات غير الأساسية في المسألة الأصلية. في مثالنا كانت 
| وقای نٹ “قارع ادا: 


۸۸ مقدمة في البر بحة الخطية 


بم ہے ت 





وأخيرًا نعرف 8 بأنها الطرف الأيمن من القیودء أي أن : 
12 
b=) 0‏ 
18 


الآن نقوم بكتابة المسألة الأصلية بعد أن نفصل المتغيرات الأساسية عن المتغيرات غير 
الأساسية في دالة البدف وف القيود» فنحصل على : 
برك Cy‏ وغ م - 10×2 
Bx, +N x, =D‏ اہ 
ا ای کے 


في مثالنا السابق ء يمكن کتابة المسألة بالصورة التالية : 


AX» ا5‎ 
max 2 =[20 0 10]js, j+[15 0 رى|[0‎ | 
4 ےہ‎ 


4 0'1 4 1 0 || 12 
ےه‎ 2I3, | + |S OOS 0 


3 VU SF TOL ¥, 18 
ت2‎ 80| | 
ےگ‎ e لاك‎ 
| | و‎ 0 


تحليل ا حساسیة 6م ١‏ 


وللحصول على قيود الجدول الأمثلي» نطبق نفس الطريقة التي سبق الإشارة إليها في 
الفصل السابق. فنقوم بضرب القيد > ,× ۸+ و 8 في 8 فنحصل على : 
(1) 7ر ے۰ ور بر 


والتي تمثل قيود الجدول الأمثلي. 
ولكي نوجد قيمة 8 في ا مثال: نقوم باستخدام طريقة جاوس جوردن 
)6G use - Jordan method)‏ فتحصل على : 





1/3 0 -9 
BB" =1/3 1 —10/9 
|-1/3 0 4/9 


نقوم الآن بالتعويض في (1) فنحصل على قيود الجدول الأمثلى : 


| ]1/3 ©0 1/98 141 0 || 173 0 1/98 32 
s, |+|1/3 1 -10/91[5 0 0|| 5 -۔ 1 1/13ا“|‎ 0 
2 -1/3 0 4/9 l101 ls, | |] -1/3 0 4/9 |8 





وبعد التبسيط نحصل على الجدول : 
| 2| اوتا  -1/9‏ 1/3 1/9 |.*» 
4= ,5ى|[10/9- ‏ 1/3 47/9|+|,كد 
4] |,دى|| 4/9 1/3- 8/9 0 
وهذا هو جدول القيود الأمثلى للمسألة. 
ولإيجاد دالة الہدف نستخدم نفس الطريقة التى استخدمناها في طريقة 
السمبلكس المعدلة فنحصل على دالة البدف في الجدول الأمثلى : 
)2( «' ىعد ر×(ہ,ہ- N‏ ىء) + z‏ 


1 مقدمة فی البرجة النطية 


وبالتعویض فى (2) ف ا ثال السابق نحصل على دالة الہدف التالية : 


410 1/9- 0 1/3 
إ0 0 15|-]0 0 10/9]5- 1 10[|1/3 0 20[ |+ 2 
١1‏ 1اا 4/9 0 1/3- 
UF | ]12‏ ا 73 
0 |10/9- 1 101/3 0 20| = 
18| | 4/9 0 1/3- 





والتي يمكن تبسيطها لتصبح : 
z +5/9x,+10/3s, +20/99, -0‏ 9 


مئال (5,5) 
نكن لدینا المسألة العالية: 
+ بعت تج MIR‏ 
FE - [‏ کر ارات 5.1 


4 ح ری + ران عه اھ 
والتی لہا الأساس الأمثلى إ, ×,ر×) = 87. أوجد دالة الہدف والقیود فی الجدول 
الامٹلی. 
الحل 
نقوم في البداية بفصل معاملات المتشيرات الاسامسة کات 6۲ عن معاملات 
المتغيرات غير الأساسية إر5,رہ) = N87‏ في دالة البدف وفي القيود مع الاهتمام 
كرتيس المتغيرات الآساسرة فتحضمل علي : 


في هذه الحالة تكون المصموفة 8 تساوى : 
هآ 
GB =‏ 


8 78یو 
3 1/3-] 2 
وبضرب القیود في و سا علین: 
2| | 173 24 510 
li‏ و اإوو گنا | 
أى أن القیود عكر كتابتها بالصورة : 


xX FEA, FIS, 2 
3 1ع 1738 وات‎ 


۹۲ مقدمة في الب بحة الخطية 


وأخيرًا نوجد دالة البدف في الحل الأمثل وذلك بالتعويض في (2) مباشرة» أو عن 
طريق الاستنتاج كما يلي. ونقوم بكتابة دالة الہدف الأصلية والقيود التی توصلنا إليها 
في ا جدول الأمثلي ثم نعمل على حذف ا تغیرات الأساسية من دالة البدف. 


اڈ ۶۳ 0 0] 2 |1 2]- z‏ 
8 ۱ ا 3 : 
د | 7 
1 | ہگ 1/3 3- ٰ× 
وبضرب القيود في [1 2] والجمع نحصل على : 


z +]1 1 - 5 


أى أن دالة الہدف تساوى : 


U Zz رى+ و+‎ > 5 


5,4١‏ تخليل الحساسية باستخدام المصفوفات 
Sensitivity Analysis in Matrix Form‏ 
شرحنا تحت العنوان (1.1) كيفية تحليل الحساسية عن طريق الرسم» وبینا أن 
الرسم يمكن استخدامه في حالة وجود متغيرين فقط. ولكن الواقع أن معظم المسائل 
التطبيقية تحتوي على أكثر من متغيرين. تحت هذا العنوان نبين كيف يتغير الحل الأمٹل 
عند تغير أحد معاملات دالة البدف أو الطرف الأيمن في القیودء وذلك بطريقة تحليلية 
بحيث يمكن تطبيقها على أكثر من متغيرين. 


ولتوضيح خطوات تحليل ا حساسیةء سوف نقوم بشرح تحليل الحساسية 
لسألة قيمة عظمى "قت" ويكون التطبيق مماثلا فى حالة مسألة القيمة الصغرى 


لتكن 87 مجموعة المتغيرات الأساسية في الحل الأمثلى» ونريد معرفة ما إذا 
كانت هذه المتغيرات سوف تظل أساسية وأمثلية في حالة تغير أحد متغيرات النموذج في 
مسألة البرمجة الخطية. 
يعتمد تحليل الحساسية على الملاحظة التالية والتی سبق شرحها في الفصل 
القالق "ضف آن حدول التسلكس جموعة من التغيرات الأساسیة 8۲ يكون 
أمغليا إذا وفقط إذا كان الطرف الأآیمن لكل قيد عددا غير سالب ومعامل كل متغير 
في الصف 0 :1207 عددا غير سالب أيضًا ". وهذا يعني أننا نستطيع معرفة ما إذا كان 
الجدول أمثليا أم لا من خلال حسابنا للطرف الأيمن والتثبت من أن قيمته دائمًا غير 
سالباء كفا سي اماك ذال ة الہلفء وكب ایشا سق أن قيمتها غير سالبة 
لنفرض أنه لدينا الجدول التالی في مسألة برمجة خطية : 


33-2 لدرخ د $ 2 

[| 

=2 

3- 
هذا الجدول أمثلى بغض النظر عن بقية الأعداد الموجودة ؛ وذلك لان معاملات 
المتغيرات في الصف الأول غير سالبة» كما أن الطرف الأيمن لجميع القيود أعداد غير 
سالمة, 

رشن أننا قا ل مسالة برجة خطية وتوا إلى المتغيرات الأساسية 


الأمثلية 87. ونرغب أن نحدد ما هو تأثير تغییر متغيرات النموذج الرياضي في مسألة 


١ 4 £‏ مقدمة ف البرجحة اخطیة 


البرمجة الخطية على المتغيرات الأساسية السابقة 87. لتحديد ذلك نتبع الخطوات 


التالية : 
-١‏ نستخدم الصيغ في الفصل السابق لتحدید قيمة الطرف الأيمن ودالة البدف في 
ا حدول الامٹلی الجخديد. 


2 إذا كانت جميع المعاملات في الصف 0 Row‏ عبرسالية وکل قدت ی رف 
انا غير سالب فإن المتغيرات الأساسية 87 في هذه الحالة سوف تظل أمثلية. أما إذا 
أصبح أحد المعاملات في الصف 0 120 سالبًا أو أحد القيود احتوى على طرف أيمن 
سالب فإن المتغيرات الأساسية 87 فى هذه الحالة لن تكون أمثلية. 


إذا هناك حالتان حتى لا يكون ا حل الأساسي 87 أمثليًا. 
الحالة الأولى 

أن يكون أحد معاملات المتغيرات في الصف 0 20 سالبًا. في هذه الحالة, 
نستطيع زيادة قيمة دالة البدف وذلك باختيار المتغير ذي المعامل الأكبر بإشارة سالبة 
تيكو وط ود التغیرات الأساسية 87 للساآلة الأضلية تس يماسا رق 
للمسألة الجديدة «(suboptimal basis)‏ 


الحالة الثانية 
أن يكون الطرف الاين لقيد أو أك عددا سالا ق هذه الحانة سرف يكوة 


أحد المتغيرات الأساسية سالبًا ولن يكون الحل الناتج مقبولاً. المتغيرات الأساسية 8۷ 
للعساآزة الأضصدة تلن امات غير مقبول للمسألة الجديدة (515هط .(infeasible‏ 


ليا المساسية ١‏ 


سوف نستخدم المثال (1.5) لتوضيح طريقة تحليل الحساسية. لقد كان الجدول الأولي 
اا 


2 -10- 20, 158: =0 
+4 +4x, +5 - 2 
INTERN, HOR #8 = 30 
SAFI FR, +8, 8ے‎ 


وكان المحدول الأمثلى لہدہ اة : 


0 - 20/9885۰ + 03+ 9ر5 + 2 
لئ 1/9356 ب و3 17 عك FIRS,‏ یچ 

4ے و 107/9 FE,‏ ,1133 د .87/98 
4= 4/9059 + 1 جح ولاو سے 3 


فى هذه الال تون المتغيرات الأساسية | کو وی ا 7ء وللاکتے اف شور 
الأساسية إوھی5,و٭دات 87للء وا حل الأمثلى 280- 2 عند الل الأساسى : 


39 عد 


د .00پ فک ف * 5 ۱ 5 
0= بوت روه ب 4= ,14 ,2,8 رک 5ر8 


ماق الآن كيف يمكن أن يتغير ا حل الأمثلي لمسألة البرمجة الخطية عند حدوث 
تغيير في أحد معاملات مسألة الب رجة ا خطیة التالية : 


-١‏ تغير معاملات دالة البدف لتغير غير أساسي. 
٢‏ تغير معاملات دالة الہدف لمتغير أساسي. 
۳۔- تغير الطرف الأيمن لأحد القيود. 
في كل حالة من الحالات السابقة يلزمنا حساب معاملات المتغيرات غير الأساسية 
فى دالة الہدف الأمثلية وهي ,,©- ۸۷ 8 ره والتثبت من أن هذه المعاملات لن تكون 


١ 5‏ مقدمة فى البریحة القطية 


سالبة» وكدلك يلزمنا حساب الطرف الأيمن في القيود الأمثلية وهو 7 8 ء والتشت 
من أن الطرف الأيمن لن يكون سالبًا. ثم بعد ذلك نوجد قيمة المعاملات الأساسية 
الافٹارة وهي 5 8= و » وتكون قيمة دالة البدف الأمثلية طا" 8,» > 2. 
عندما نقوم بتحلیل ا حساسیة لأي معامل يجب القیام بالتالی : 
-١‏ تحديد ا جال الذي يتغير فيه ا متغیر بحیث يظل ا حل الأساسي الأمثلى ا حالی 
١‏ محديد اقبمة ااتغرات الأساسية. 


-٣‏ مديد قيمة دالة الہدف. 


)٦,٤,١(‏ تغير معاملات دالة اشغدف متغیر غير أساسي 
Changing the Objective Function Coefficient of a Nonbasic Variable‏ 

ندا خش حن معاملات دالة البدف لمتغير غير أساسي ؛ نجد أن بر٥‏ هي 
ا حد الوحيد الذي سوف يتغيرء إِذا الطرف الأيمن للقيود ٥‏ 8 لن يتغير» ولك 
معاملات دالة الہدف للمتغيرات غير الأساسية ,© ×1 8 سوف تتغير. والواقع 
أن المعامل الوحيد الذي سوف يتغير هو معامل المتغير غير الأساسي. في هذه الحالة نجد 
انق امترات اسای 8ت و سوف تضل كما ھی ؛ كما أن قيمة دالة 
البدف :جا ۸< 2 لن تتغير. نوضح ذلك من خلال ا مثال التالي : 
مغال )٦,٦(‏ 

ہد قلي للحساسیة للمسألة الواردة في ا لمال (1.5) عندما يتغير معامل 
المتغير غير الأساسي 7 


تحلیل ا خساسیة ۹۷ 


ا لحل 

فی المثال )١.٦(‏ نلاحظ أن ا متغیر ب × هو متغیر القرار الوحيد غير الأساسي. في 
المسألة الأضلية كان معامل ,× هو 15- ,6. السؤال الآن كيف سيتغير ا لحل الأمثل 
إذا تغيرت قيمة و6؟ أيساعهي قہع وة بجيث تظلل المتغيرات 
الأساسية | كديع > BF‏ امٹلیة؟ 

لنفرض أننا غيرنا معامل و× من 15 إلى 4+ 15. السؤال الآن ما ھی قيم 4 
حیٹ نظل المتغيرات الأساسية ١,#«ررى.رع!-‏ 87 أمثلية؟ لإجابة هذا السؤال نحدد 
كيني تغیر جتدرل الشات الأساسية فيعدالة ثقير يسن 15 إلى ۸++:15. في هله 
ا حالة تكون المعاملات کالتالی : 


0l,‏ 0 + !]ع ہہ ,]10 0 20[= وی 


4 0 1 41 0 12 
8-2 1 3. N -)5 0 0|, ])-ط‎ 0 
3 0 3 1 0 1 18 


نلاحظ أن تغير ,© لن يغير " 8 ولا ط وعليه فإن الطرف الأيمن ا ' 8 لن 
يتغير. أي أن المتغيرات الأساسية مازالت مقبولة. وا أن ,× لیس متغیرا أساسيا فإن و 
لن تتغير. نقوهالآن بالتعويض عن المتغيرات السابقة في العلاقة 
5 ضيع- ,5( ,»>- 8'۸۷,ع)+ 2 فتحصل على : 


UA‏ مقدمة في الیر بحة الخطية 


1/3 0 -1/9 l410. 
z +۱۲20 0 10111/3 1 -10/9 5 00 
-1/3 0 4/9 16 

12١‏ 98ا1 0 75ا 
0 1079ءۃ 1 1011173 0 20[ = 
[15]]| 4/9 0 1/3- 


والتی يمكن تہ . شسیظھا لتصبح : 


0ے و ٍق20/9+ +10/3s,‏ ×(ھ-5/9)+ z‏ 


EE 
-[15+A 0 0| 







دک ||( 


نلاحظ أن الطرف الأيمن لم يتغير كما أن معاملات 5 ق وه لم تف الف سرف 
يتغير هو معامل ,× فقط. كان معامل × فی الحل الأمثل 9 الآن سوف يصبح 
5/9-4 إذا المتغيرات الأساسية سوف تظل أساسية مادام 0< 5/9-۸ أي 
9 کک ۸ے. 
الواقع أنه في حالة تغیر معامل دالة الہدف لمتغير غير أساسى فإنه يكفى أن 
نقوم بحساب قيمة معامل هذا المتغير في دالة الہدف الأمثلية ومن ثم التثبت من أن قيمة 
المعامل الجديد لن تكون سالبة. أي أنه في المثال السابق نقوم بحساب : 
4۱ 1/9- 0 1/3 
(غ+059)۔| 5|| 10/9- 1 1011/3 0 20]د ے۔- وا o =e,‏ 
1 479 08 15ب 
5/9 = 


إِذا المتغيرات الأساسية سوف تظل أساسية مادام 0< 5/9-۸ (أى 


7ء 15ک ب فان المتغيرات الأساسية ا اا ن اه 8۲ سوف 


تكون أمثلية وقيمة * 2 لن تتغيرأى 80 - 2 ؛ وذلك لان تغير و لن يؤدي إلى تغير 
الطرف الا ق الصف 0 .Row‏ 
بینما لو زادت ۸ عن 5/9 (أى أن 15< وعء)ء فإنه في هذه الحالة سوف 
تكون المتغيرات الأساسية عبارة عن أساس جزئی ؛ وذلك لان دالة الہدف في الصف 
0 101 أصبحت تحوی سابل سانا. فلا لو كانت 216 ,غ : لأصبح 0 Row‏ 
3320798-50 107 ند ولا اجاج 


وق هذه الحالة يصبح ESSE‏ یک سای 
وباغتضارء إذا كانت 8555/9 نجد أن ا خل سوف يظل كما هوء أي أن 
خل المسالة سوق يكون: 
2 8 
4ءع ,دا 
ٰ4 تے- 
وقيمة دالة الہدف 80 - * 2. أمالو كانت 5/9< ۸ ؛ فإن ا حل الأمثلي للمسألة 
الأصلية لن يكون أمثليًا للمسألة بعد التغيير ونحتاج أن نكمل ا حل باستخدام طريقة 
الجيلكون: لا 


زغ 4د بث بق 


)٦,٣(‏ تغير معاملات دالة المهدف لمتغير أساسي 
Changing the Objective Function Coefficient of a Basic Variable‏ 
عندما يتغير أحد معاملات دالة الہدف لمتغير أساسي» نجد أن وم هي الحد 
الوحيد الذی سوف يتغيرء إِذا الطرف الأيمن للقيود 70 8 لن يتغير» ولكن معاملات 
دالة الہدف للمتغيرات غير الأساسية ,©- ۸ 8و» سوف تتغیر؛ وذلك لاحتوائها 
على .». فى هذه ا حالة نجد أن قيمة المتغيرات الأساسية طا" 8 = و سوف تضل كما 


ہ٠٢‏ مقدمة في البربحة النطية 


ھی لعدم احتوائها على م٩‏ ؛ بینما قيمة دالة الہدف م 7ہ 2 سوف تتغيو: 
نوضح ذلك من خلال المثال التالى : 


مثال )٦:۷‏ 
أوجد شاا للحساسية للمسألة الواردة في الخال (1.5) عندما يتغير معامل 


الحل 

عندما يتغير معامل المتغير الأساسي ,× » نلاحظ أن ط و' 8 لن تتغيرء إِذَا 
الطرف الأيمن من القيود لن يتغير ولذلك فالحل الأساسي سوف يكون مقبولاً. الآن 
حسب التغير في دالة الہدف في الجدول النهائي. سوف نقوم بتغیبر ,© من 10 إلى 
۵ وبذلك فان [10+4 0 20] = ,ع. والآن نعيد كتابة دالة الہدف في الجدول 


الامٹلی كالتالى: 
8 |410 1/9- 0 1/3 
ر5 | | |0 0 5ل]-| 0 0 5 10/9- 1 10+۸]|1/3 0 20[ |+ z‏ 
٦‏ 1۹1 4/9 0 1/3- 


0 1-۔- 1 ۱۱۷۸أھ+10 0 20[ = 
8 4/9 0 1/3 


والتي يمكن كتابتها بعد التبسيط بالشكل التالى : 
z + )5/9-8/94(+, + )10/3-1/34(5, +)20/9 + 4/9۸)s; = 80 +‏ 


1/3 0 --9 12 


حتی تظل المتقيرانت الأساسية أمثلية ؛ ليف أن تكون معاملات المتغيرات قن الاساسۃ 


تحلیل الحساسية 1" 


5/9-8/98<0( چے‎ A58 

]0/3-1/3۸ 0 5 ...11( 

5گ—->A‏ > 0< 20/9+4/9۸ 
إذا ا متغیرات الأساسية ا حالیة سوف تظل أمثلية مادام 5/8 > 4 > 5- . وبا 
أن 10+4= ,ع إذا قيمة ,© التى سوف تحافظ على المتغيرات الأساسية دون تغييرهى 
1+8 > ,> 5. وفی هذه الحالة نجد أن الحل سوف يظل كما هو أي أن حل 


وقيمة دالة الہدف الأمثلية 80+4۸ - 2. 


الآن لر أضكف 8 +10 < 6 أو 5< 9 فال اخ معاملاات المتغيرات 
غير الأساسية سوف پتغیر؛ ول هذه الحالة نقوم باستخدام طريقة یسکس لایجاد 
المتغير الداخل. ثم نكمل حتى نصل إلى الحل الأمثل. O‏ 


)٦,٤٣(‏ تغیر الطرف الأيمن من القيود 
Changing the Right-Hand side of a Constraint‏ 


عندما يتغير الطرف الأيمن لأحد القيودء نجد أن ط هى الحد الوحيد الذي 
سوف يتغيرء اذا الطرف الأيمن للقيود 5" 8 سوف يتغير» ولكن معاملات دالة 
الہدف للمتغيرات غير الأساسية +,ع- ۸۷ھ و لن تتغیر۔ فى هذه ا حالة نجد أن قيمة 
ال عق ات الأساسية 78ے يغ شوق نشی کسا ان قيهةدالة الہ دف 
٥‏ 8ي = z2‏ سوف تتغیر أيضا. نوضح ذلك من خلال المثال التالي : 


eî‏ مقدمة في البربحة الخطية 


مال )٦:۸(‏ 
ارجد ليلا للحسياسية تلمسالة الواردة ق الكال )٦۸4(‏ عدنما يقي الظرف 
ال ف القید الاول. 


الحل 

نلاحظ أن تغير الطرف الأيمن للقيد الأول لن يغير الصف ۹۱۵۷۵ في الجدول 
الأمثلي ؛ ولكنه سوف يغير الطرف الأيمن في الجدول الأمثلى. 

القاعدة هنا أنه مادام الطرف الاين لكل قيد في الجدول الأمثلى غير سالب فإن 

ا حل الأساسي الحالي يظل مقبولا وأمثليًا. أما لو كان هناك على الأقل طرف أبمن 
سالب فإن الأساس الحالي لن يكون مقبولاء ولذلك فلن يكون أمثليا. 

في مثالنا السابق لو فرضنا أننا غيرنا ,م من 12 إلى 4 +12 فان الطرف 
الأيمن للقيود في الجدول الأمثلي سوف يصبح : 


] 4 IF O تغب ]| | رلته‎ IEA 
pl SD بدا‎ E 8ے و‎ 30 |]-|14+--3 
تا‎ 73 0 98 18 | 43 


وحتى يظل الحل الأساسي ا حالي أمثلياء لابد أن يكون الطرف الأيمن في کل قيد عددًا 
غير سالب ؛ أي أن : 

2+۵ /320 575 62-6 

2 <ه4 > 1۱4+۸/3<0 

4.3/30 حت‎ AS] 
.6 > 8, > 24 إذا ا حل الأساسي يظل أمثليًا في حالة کون 12 > ۸ > 6-. أي عندما‎ 


أما لوكانت 24 < ,ط أو 6 > ,8 فإن الأساس الحالي لن يكون مقبولاً فهو من كه 
ليس حلا أمثليًا. 


تحليل ا حساسیة NEDE‏ 


من الواضح أن تغیر الطرف الأيمن في حالة کون 24 > ,5 >6 سوف يبقي 

على المتغيرات الأساسية کمتغیرات أساسية في المسألة الجديدة» إلا أن قيمة دالة الہدف 

والمتغيرات الأساسية سوف تتغير بالطبع. نقوم الآن بحساب قيمة المتغيرات الأساسية 

و#ندئلق دالة ادف عتنما قفي ,5 فقذار هك ۸519 ,-85٥‏ وما أن قبمة 

المتغيرات الأساسية تعطى بالعلاقة 8 8 وقيمة 2 تعطى بالعلاقة ”8 وء نجد أن 

تغیر 86 سوف يؤدي إلى تغير قيم متغیرات القرار وكذلك قيمة الدالة 2. إِذا قيمة ا حخل 
الأمثل تعطى بالعلاقة : 

1/3 0 -1/9 | [12+A| | 2+3 

1۱4+۵3ا۔| 30 ||10/9- 1 1/3 

|-1/3 0 4/9 18 | | 4-4/3 





بيئما قيمة 27 سوف تصبح : 
2+3 
۸ +80-۔| 10]|14+۸/3 0 20]-طا'ظ z =c,‏ 
4-3 
وكمثال على ذلك» لنفرض أن رط تغيرت إلى 21 (أي أن 8-9 ): في هذه 
ا حالةء ا حل الأساسى سوف يظل أمثليا» وسوف تكون قيم المتغيرات الأساسية 
كالعالي..: 
"b= 14+9/3 =7‏ 8ح )| ,و 
1 4-9/3 : 





بينما قيمة ‏ 2 سوف7 تصبح : 


2 =c, 8 -(80+9)10/3-ط‎ 0 


et‏ مقدمة في البربحة الخطية 


وبهذا نکون قد أوجدنا قيم المتغيرات الأساسية وقيمة دالة الہدف عند تغير الطرف 
الأيمن فی قيود المسألة الأصلية. ل 


في ا مثال السابق بينا بالتفصیل طريقة تحلیل ا حساسیة عندما تكون المسألة 
مسألة قيمة عظمی۔ ما إذا كانت المسألة مسألة قيمة صغرى» فإننا في هذه الحالة نتبع 
نفس الخطوات السايقة و لكا ندل الشرط على الصف 0 Row‏ ؛ بان معامل أي 


متغير في الصف 0 10۷ لا بد أن يكون أقل من أو يساوي صفرًا. 


ایل السا ١١‏ 


تمارين الفصل السادس 


: ذا كانت لدينا المسآلة القالية‎ ) ١ 
Max 2 =CX, + 216 
48ے 30 اڈ‎ 2 
يعد‎ +00 110 


كان حل المسالة عد 2 -يه هو 46/7 و 51577 ر 3/7 6ھ 
فإن فترة مدى التغير ل ,© بحيث يبقى الحل الأمثلي عند النقطة 8/7= ,+ ؛ 
7 تج هن : 

- | لاسي قب لاد [37192,3) 

]4,-2[ -٤ ]-5/2,-3/4[ -+ 


)١٦٦(‏ إذا كانت لديئا المسألة العالية: 
FAR,‏ ما م ای 
3x, +4x, >‏ وگ 
0 20 ,5% 
وكان حل المسألة عند 12= ,6 هو 46/7= 2, 15/7= ر×,8/7= × 
فإن فترة مدى التغير ل رط بحيث يبقى الحل الأمثلي عند تقاطع القيود نفسها 
7 
-١‏ [6,20] ؟- )0 , 4] 
۳- [12,18] - [4,12ا 


نا مقدمة فى البر بحة النطية 


() یقوم مصنع حقائب جلدية بإنتاج نوعين من الحقائب. يحتاج إنتاج كل نوع إلى 
مواد خام » وعاملين حيث يقوم كل عامل بعمل مستقل عن الآخر. العامل 
الأول يمكنه العمل لمدة 40 ساعة أسبوعياء وأجرته في الساعة تساوي 5 
ريالات» أما العامل الثاني فيمكنه العمل لمدة 50 ساعة أسبوعيًا وأجرته فی 
الساعة تساوي 6 ريالات. الجدول )١.٦(‏ يوضح الوقت اللازم لكل عامل 
لإنهاء كل نوع من الحقائب وكذلك قيمة المواد الأولية» و سعر بيع الحقائب. 


.)5,١( جدول‎ 











الوفت اللازم للعامل الأول ظ 
سولج 


لد باختیار متغیرات القرار لتکون : 
عدد ١‏ من النوع الأول المنتحة أشيوعيا X=‏ 
عدد ناب ر اا الگائی الشحة أسوعنا ےڈ 


بيخ أن مسالة الرغة ة الخطية يمكن صياغتها بالصورة : 
ولاو + و - 003362 
FAK, S0‏ رت lt‏ 
5510 ۳وت 
U‏ .: 


تحليل اس حساسیة ۹ 


7 أوجد حل المسألة. 

-٣‏ ما هي الأسعار التي يمكن أن تباع بها ال حقائب من النوع الأول بحیث يظل 
الحل ا حالی أمثليا. 

-٤‏ ماهي الأسعار التي يمكن أن تباع بها الحقائب من النوع الثاني بحیث يظل 
الحل ا حالی أمثليًا. 

-٥‏ لو قرر العامل الأول أن يعمل لمدة 30 ساعة في الأسبوع فقط. هل سيبقى 
الحل الحالي أمثليًا؟ أوجد الحل الأمثلى في هذه الحالة. 

قاب لو قرر العامل الأول أن يعمل لمدة 60 ساعة في الأسبوع فقط. هل سيبقى 
الحل ا حالي أمثليًا؟ أوجد الحل الأمثلى في هذه الحالة. 


(1.5) إذا كانت لدینا مسألة البرمجة الخطية التالية : 


وه د کات < 0580ا 
SO‏ دی LE‏ 31 
رک EA,‏ $ 


N Û 


اني ياق قف سد ادى ساف سه کس ق 

الحالتين التاليتين أوجد قيم ۸ التي تبقی الأساس الامثٹلی ك 7 

أمثليًا في المسألة ا لجديدة» مع بيان قيم ا متغیرات الأساسية وقيمة دالة الہدف. 
١‏ - عندما تتغير رط إلى 4+4 - رط . ماهو الحل عندما 4-4 ؟ 


- عندما تتغير رت إلى 4 + 3 - ,ع . ماهو الحل عندم:4:> ۸؟ 


۲۸ مقدمة في البر بحة الخطية 


: إذا كانت لدینا مسألة البرمجة ا خطیة التالية‎ )١,٦( 
MAK 2 - ودع يل‎ 
E SAFE کک‎ 
35, + 20 8 


ا 
والی اا لے 11ك ×× عق 20 ےج رات و غ وت لے 
في ا خالتین التاليتين أوجد قيم ر4,,4 التي تبقی الأساس الأمثلى 
(: × )= 87 أمثليًا في المسألة ا جدیدةء مع بيان قيم المتغيرات الأساسية 


وقيمة دالة البدف. 


اساي به إلى ,15+4 ك 
“١‏ عندما تتغير ره إلى «لل + 1- يع . 

۳- ماهو اخل عند ٹیم 2-8 بل ؟ 3= بق ؟ ۸,=5؟ 

- ماهو الحل عند قيم 2/3-- يه؟ 0= يرھ۵؟ 3= یر۸؟ 


( إذا كانت لدينا مسألة البرمجة الخطية التالية: 
و + ڑڑے max Zz‏ 
xX +X; > 6‏ 9 
2+ 34 


aR SU 


والتی لہا ا حل الأمثل ا ST‏ 0د ہا لات ری ره 2 رات ا 
في الحالات التالیةء أوجد قيم 4 التي تبقى الأساس الأمثلى 


تحليل الحساسية ۲.۹ 


(وعدور - 87 أمثليا فق المسألة الجديدة» مع بيان قيم ا متغیرات الأساسية 
وقيمة دالة البدف. 

-١‏ عندما تتغير ,5 إلى 6+۸۵ ث. 

؟ - غندما تتغير و2 إلى 12+145خ رة 

=١‏ عندها کر ع إلى 2-8 هه 

. عندما تتغير وت إلى 4+ 1- رت‎ - ٤ 

2ه- لو استدلنا دالة الد :ائدالة + برد - تو هل الحل الأمثل سوف 


لے 
: 8 
7 س 


(الفسن سار 





Duality 


© إیجاد المسألة المرافقة 
© العنى الاقتصادي لمسألة الثدائیة 


© النظرية الأساسية للثنائية 


لكل مسألة برمجة خطیةء يوجد هناك مسألة برمجة خطية لہا علاقة وثيقة بالمسألة 
الأولیةء تعرف هذه المسألة باسم المسألة المرافقة أو الثنائية (2ه1ا0:م .)۵0٥1‏ إن معرفة 
العلاقة بين مسألة البرجة الخطية والمسألة ا مرافقة من الأمور الہامة في فهم مواضيع 
متقدمة في البرمجة الخطية. 

في هذا الفصل سوف نتكلم عن طريقة إيجاد المسألة المرافقة لمسألة برجة 
خطية؛ كما نتطرق إلى المعنى الاقتصادي للمسألة المرافقة. ثم نركز اهتمامنا على 
نوضيح العلاقة بين حل المسألة الأولية وحل المسألة المرافقة من خلال نظرية الثنائية 
الضعيفة ونظرية الثنائية » وكذلك نظرية متممة المكملة. 

عندما نقوم بإیجاد المسألة المرافقة لمسألة برجة خطیة ء فإن المسألة المعطاة تسمى 
المسألة الأولية (01650:م 1٥ہم).‏ وإذا كانت المسألة الأولية مسألة قيمة عظمى 
"103" فإن المسألة المرافقة سوف تكون مسألة قيمة صغرى "10182" والعكس صحيح. 
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E TT‏ 2 وق ےب الہ القيمة السغری سوف تكون لديا المتغيرات 


Wasa رس‎ 


(۷,۱) إیجاد المسألة المرافقة 
Finding the Dual Problem‏ 


سا کت هنذا العنواة باعتار مسألة قيمة عظمى "×4" طبيعية (normal‏ 
problem)‏ 008۴ء وهي المسالة التي تكون فيها جميع المتغيرات غير سالبة وجميع 
القيود على الشكل >. نستطيع كتابة مسألة القيمة العظمى الطبيعية بالصورة : 

max 2 =X, TOX رر 6 ...عن‎ 
اڈ‎ FR, FOR, ىق سد‎ 


EE ہار عد کے‎ ED, 


(1) 


> يتاي +a Ry tA‏ ديه 


071 


0 ہیس لی ا 


المسألة المرافقة لبذه المسألة تعرف كالتالى : 
+P‏ ...+ نز 7+ تزاح min W‏ 


5. AY; T2 ٣.١.٠٣٣٥, ے ہر‎ 0[ 


(2) 


و20 Ta TOF‏ و لووك + ١‏ لجرك 
2 بو ال وله Fa‏ 2 ,4+ ,6 
0 او د 


مسألة القيمة الصغرى السابقة التي تكون فيها جميع المتغيرات غير سالبة وجميع القيود 
على الشكل = شی مسا قيمة صغرى "1117" طبيعية .(normal min problem)‏ 


1 


LF الثنائية‎ 


وإذا كانت مسألة القيمة الصغرى (2) هي المسألة الأولیةء فإن المسألة ا مرافقة فى هذه 
الحالة هي المسألة (1). یتضح مما سبق أن المسألة المرافقة لمسألة قيمة عظمى "718" 
طبيعية هي مسألة قيمة صغرى "mın"‏ طبيعية والعكس أيضا صحيح. 


(۷,۱,۱) إيجاد المسألة المرافقة لمسألة طبيعية 
Finding the Dual Problem of a Normal LP‏ 
من الممكن الحصول على المسألة ا مرافقة لمسألة برجة خطية طبيعية باستخدام 
العلاقتين (1) و (2) ء كما یکن أيضا استخدام طريقة الجداول لإيجاد المسألة المرافقة. 
طريقة الجداول تسهل علينا إیجاد المسألة المرافقة لمسألة طبيعية » كما أنها تفیدنا في إیجاد 
المسألة المرافقة لمسألة غير طبيعية أيضاء كما سوف نبين تحت العنوان التالي. إذا كانت 
المسألة الأولية مسألة قيمة عظمى طبيعية » فإننا نقوم في البدایة برسم جدول» ونضع 
فيه تفاصيل المسألة الأولية بشکل أفقی » ثم نحصل من هذا الجدول على المسألة المرافقة 
بالنظر إلى الجدول بشكل عمودي» كما سوف نبين في المثال التالی : 


مثال (۷,۱) 
أوجد المسألة المرافقة للمسألة التالية : 
15+ رع20 + ,ع1 - max Zz‏ 
Ê xX FAR, + 4F, 2‏ 
30 ک رڈ +- ريرك + ڈ3 
+I FH 8‏ ,3 
لأ ا ضا 6 
الحل 
في البداية نقوم بتلخيص المسألة السابقة على شكل جدول كما هو موضح في الجدول 
(۷,۱). في هذا الجدول قمنا بوضع متغيرات القرار في المسألة الأولية في الأعلی ؛ ثم 
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مقدمة في البر بحة الخطية 


قمنا بكتابة القيود بشكل أفقی ؛ وأخیرا فی الصف الأخير وضعنا معاملات متغيرات 
القرار فى دالة البدف. 


.)7,١( جدول‎ 


max 2 
EE Û) 20) 





بعد ذلك نضع في الطرف الأيسر متغيرات القرار في المسألة ا مرافقةء ولأن المسألة 
الأولية هي مسألة قيمة عظمى طبیعیةء إِذا تكون جميع متغيرات القرار في المسألة 
المرافقة غير سالبة ؛ لذلك نضع هذا الشرط في يسار ا جدول؛ كما أن القيود في المسألة 
المرافقة سوف تكون < ء لذلك نقوم بوضع علامة < عند معاملات متغيرات القرار في 
دالة البدف وذلك في الصف الأخير من الجدول؛: كما يوضح ذلك الجدول (۷,۲). 


جدول (۷,۲). 


سے۔۔۔۔۔۔ ۹ے 
(E, Û (E 0( ۱ (x. 207‏ 





5۴ 2 کت 
2142 4 4 1 رمز |  20(‏ یر 
0> 5 2 3 ون[ | (20وے تر 
18< 1 3 3 لل (0 2 ومر) 
5[ < 0 > 10> 


الثنائية سو 


لإيحاد المسألة المرافقة » ننظر للجدول من الأعلى للأسفل. فتكون معاملات دالة البدف 
في المسألة الأولية عبارة عن الثوابت في الطرف الأيمن. أما القيود فتكون الأعمدة 
الثلاثة. وبهذا تصبح المسألة المرافقة : 
+30y, +15‏ نر12 - min ٤۷‏ 
0 ول3 + و 3+ تر 8 
0 - ونرة + روه د ر4 
Sy, FED‏ ر4 
20 و وی پر 


من الواضح أن القید الأول من المسألة ا مرافقة یعطی الشروط على ا تغیر ,× ف المسألة 
الأولية» والقيد الثانى يعطى الشروط على المتغير ,× وهكذا. لأ 


نأخذ الآن مثالا آخر نوضح فيه طريقة إيجاد المسألة المرافقة لمسألة قيمة صغرى 
تال طبيعية. إذا كانت المسألة الأولية مسألة قيمة صغرى طبيعية» فإننا نقوم برسم 
جدول» ونضع فيه تفاصيل المسألة الأولية بشكل عمودی : ثم نحصل من هذا الجدول 
على المسألة المرافقة بالنظر إلى الجدول بشكل أفقي. أي أن مسألة القيمة العظمى توضع 
في الجدول بشكل أفقی ء أما مسألة القيمة الصغرى فتوضع بشكل رأسي. ونوضح 
ذلك من خلال المثال التالی : 


مثال (۷,۲) 
أوجد المسألة المرافقة للمسألة التالية : 


٦‏ مقدمة ف البربحة الخطية 


و نز6 + ,ر4 + ر3 min w‏ 
HIF FIP. 0‏ نزم .5 
2 4+ 7ر2 + رد 
5 وب وا Ty,‏ 
20 ونور وم 
اخل 
نقوم بتمثيل مسألة البرمجة الخطية في جدول كما هو موضح في الجدول (۷.۳)ء بحیث 
نضع متغيرات القرار في المسألة الأولية في الیمین: ثم نكتب القیود بشكل رأسي ؛ 
وندضع معاملات المتغيرات الأساسية في العمود الع 
بعد ذلك نقوم بوضع متغيرات القرار للمسألة ا مرافقة في الأعلى مع ملاحظة 
أن جميع متغيرات القرار للمسألة المرافقة غير سالبة كما أن جميع القيود على الشكل 
4 و تلك لان المسالة الأول مسال طيهية: 


جدول کے ےاج 


111820 2 
REO {=0 رق‎ 0( 





x N3‏ ون 
7 5 2 7 | (20 یت 
(Fs 210( 2 3 2 3 <4‏ 
6 > 1 3 و | (20 وتڑا 
15> 23-12 10> 


الآن نوجد المسألة المرافقة» وذلك بالنظر للجدول بشكل أفقى» ومن كم تكون المسألة 
المرافقة : 


الثدائیة 1۷ 


max z - ,ع1‎ ۳12 FX; 

5. کے .وه‎ + 3 
ر د‎ +3 ٩4 
3x, +4x, + x<, > 6 


0 > 0+ و 


وهذه المسألة مسألة قيمة عظمی طبيعية. 0 


(۷,۱,۳) إيجاد المسألة المرافقة لمسألة غير طبيعية 
Finding the Dual of a Nonnormal LP‏ 
2 که ا حالات تكون مسائل البريجة الخطية غير طبيعية (nonnormal‏ 
(1۴. تحت هذا العنوان نبین كيف يمكن إیجاد المسألة المرافقة لمسألة برجة خطية غير 
طبيعية وذلك من خلال المثال التالى : 


مثال (۳, ۷) 
أوجد المسألة ا مرافقة للمسألة التالية : 
FOX,‏ مرح max z3‏ 
کک قاط ان اہ 
و وت جا 
4ج ا ار 
لاڈ 
ا حل 
هذه المسألة ليست منتظمة لأن هناك قيودًا بعلامة = و < كما أن ,× غير حدد 
الإشارة. هناك طريقتان لإيجاد المسألة المرافقة لبذه المسألة» سوف نقوم بشرح 


۹ مقدمة ف البربحة الخطیة 


الطريقتين » ولکننا بشكل عام سوف نستخدم الطريقة الثانية لسھولتھا وقلة ا حسابات 
فيها. 
الطريقة الأولى 
تحويل المسألة إلى مسألة منتظمة » ولعمل ذلك نقوم بالتالی : 
۹- تويبل < إلى = شرب القيدق 1-.فمقلاً لويل القيذ القانف 
(4ے ويدة+ ,جدة) إلى = نضرب الطرفين ف [- فييصبح القيد اتد 
4 ,چوك روك 
۷ غریل = إلى متراجحدين < و قالم شرل < إلى کے بالنضرب ق 1-۔شٹلا 
القيد الثاني (3= ,*- ,*) يمكن تحویلے إلى القيدين التاليين 3ك ر×-,×و 
3 ,*- × ثم نضرب القيد 23 ,*- ,× في 1- فنحصل على القيد 
کے ک ےت سوب میسن 
۳ پمیکتن أي يتين غو 37 23 0901م اة ,کب ا وت ا حبك 
0< ,دا فمغلا × في القيوديمكن استبداله ب © رس 2 عت 
0< %. 
بعد القيام بهذه الخطوات الثلاث» نجد أن المسألة السابقة يمكن كتابتها بالصورة : 
نے ہت ۰ 2 max‏ 
3ج۳ 2- 2x‏ 5 
3 يوت 3 
وس > ,+ + 3-5 


ê > 4‏ 7۔۴ 


إلى ۱ 


الثنائية ۲۹۹ 


وبذلك نكون قد حولنا المسألة إلى الصيغة الطبيعية» وبامکاننا إيجاد المسألة المرافقة 
بسهولة عن طريق استخدام الجدول كما شرحنا سابقاء آما لو كانت السألة مسآلة قيمة 
صغرى "18312" فإننا نتبع نفس الخطوات السابقة ولكن القيود تحول إلى < . 


الطريقة الثانية 


هذه الطريقة تمكننا من الحصول على المسألة المرافقة دون أن نقوم بتحويل المسألة 
الأولية إلى السيقة الطبيعية. إذا كانت المسألة الأولبة عبارة عن سأآلة قرمة على 
"103" غير طبيعية فإننا نستطيع إیجاد المسألة المرافقة عن طريق الجدول مع مراعاة 
نايل : 
١‏ - إذا كان القيد رقم ¡ على الصورة > في المسألة الأولية» فإن المتغير المقابل 
ریز الايد أذ شق 20 ,نت قمعلا ق ا درل 4/43 تناح ظ أت القبد الأول 
يحتوى علامة ك » إِذا ,نر لابد أن تكون غير سالبة. 
-١‏ إذا كان القيد رقم + على الصورة < في المسألة الأولية» فإن المتغير المقابل 
رپ لابد أن يحقق 0> ب7 فمثلا في الجدول (٤.۷)ء‏ نلاحظ أن القيد الثالث 
يحتوى علامة < ء إِذَا ور لابد أن تكون غير موجبة. 
*- إذا كان القيد رقم + على الصورة = في المسألة الأولیةء فإن المتغير المقابل 
راز لا ید آن وكوق غيرعندد الإشارة قمعلا فى اللندول 0/33 تلاسظ أن القيد 
الثاني يحتوي علامة - ء إذا رر لابد أن تكون غير محددة الإشارة. 


احا مقدمة في البر بحة اخخطیة 


4- كل متغير غير تحدد الإشارة ف المسألة الأولية: يقابله القيذ -. فمثلا في 
الحدول (٣,۷)ء: ‏ جد أن ,# غير دد الإشازة» إذا القيد المتابل للمتكير ,د سوف 
بحتوی على علامة کے 


جدول (7,5). 





2 خك111 





(xus) (x, >0)‏ 
ع ¥ 
3 1 2 رمز | (20 ,ر( 
Urs) | Y2 1 5 _‏ بر) 
> 5 35 ول (0 > ومر) 
5 وس 


إذا المسألة المرافقة لہذہ المسألة سوف تكون : 
و مرك + min w =3y, +3y,‏ 
3= نرک + ویر پت بر2 .8 


و ظط و گل ل 
UES SO‏ و تر ينات وبق 


وهذه الطريقة أسهل بكثير من الطريقة السابقة. لا 


ا يقابل كا قيف کا ف السا الأوليقه. ليد لمت اقاي رہ ات غقق 
لع 


- عقابل قل قيد 5 ف اللسالة الأوليةء لا للم الثايل 2 أن قق 


0اگ رت 





ات ۹ 


۴- مقابل كل قيد = ف المسألة الأولية » لابد للمتغير المقايل ,× إن یکون غير 
محدد الإشارة (أي .۴2 

-٤‏ مقابل كل متغير غير مدد الإشارة ف المسألة الأولیة؛ لابد أن يكون القید 
لمقابل <. 


(۷,۲) المعنى الاقتصادي لمسألة الثنائية 
Economic Interpretation of the Dual Problem‏ 
تحت هذا العنوان نبين المعنى الاقتصادي للمسألة المرافقة ؛ وذلك بتغيير نظرتنا 
الا کا ہے اک لت المواد المنتجة من كل نوع لزيادة الربح مثلاء ہحث عن 
تقليل السعر المدفوع لإنتاج كمية معينة من كل نوع. ا مثال التالي يوضح المعنى 
الاقتصادی لمسألة الثنائية. 


مثال ١(‏ ,۷( 
تقوم شركة أثاث بصنع نوعين من ا منتجات ؛ طاولات وكراسي. یحتاج صنع الطاولة 
إلى ٦‏ ساعات عمل وه كجم من المواد الأولیةء بينما يحتاج صنع الكراسي إلى ” 
ساعات عمل و٤‏ كجم من المواد الأولية. تستطيع الشركة أن تعمل ٠٠١‏ ساعة 
أسبوعيًا ولديها ۸۰ كجم من المواد الأولية» وتبحث الشركة عن تحقيق أكبر كمية 
ربح» علمًا أن ربح الشركة من کل طاولة ٠٤‏ زيالاء ومن كل كرسي ٠٣‏ ريالاً. 
نقوم في البداية بصياغة هذه المسألة كمسألة برمجة خطية ؛ وذلك بتعريف 

متغيري القرار ر *, * کالتالی : 

عدد الطاولات المنتجة أسبوعيا ۓ × 

عدد الکراسی المنتجة أسبوعيا ا 


TTY‏ مقدمة ف البريحة الخطية 


بتحدید دالة الہدف والقيود نحصل على مسألة البرمجة الخطية التالية : 
ر )3 + max Zz =40x,‏ 
0 .3۴+ ,م sS...‏ 
0 > 4۴+ .×5 
SU‏ ورس رق 
حیث القید الأول هو القيد المفروض على ساعات العمل » بینما القيد الثانى فهو القيد 
المغروض على المواد الخام. نستطع حساب المسألة ا مرافقة لہذہ المسألة بطريقة مباشرة أو 
باستخدام الجدول» فنحصل على المسألة المرافقة التالیة : 
w =100y, +80 ۰‏ 111111 
Oy, Fy, 240‏ و کن 
0 < ,4+ ,ر3 
July 20‏ 
إن القيد الأول هو القيد المفروض على الطاولات والقيد الثاني هو القيد المفروض 
على الكراسي. كما أن ,ر مقترن بساعات العمل بينما ر ر فهو مقترن بالمواد الخام. 
لتوضيح ذلك سوف نقوم بتغيير طريقة تفکیرنا في المسألة الأولية کالتالی ؛ لنفرض أن 
شخصا يرغب في شراء طاولات وكراسي من هذه الشركة ويرغب هذا الشخص في 
تحديد المبلغ الذي ينبغي عليه دفعه لكل وحدة من منتجات الشركة. لأجل ذلك نقوم 
بتعريف د كما يلي : 
السعر المدفوع لساعة عمل ئل( 
السعر المدفوع لكيلوغرام من المواد الخام :رر 


الائية ۲۲۳ 


السعر النهائي الذي سوف يتم دفعه هو ر 80+ ,10017 » وبا أن المطلوب تقليل 
التكلفة› اذا المطلوب إيجاد mın w =100y, + 80y,‏ وهي دالة الہدف للا 
المرافقة. بقی أن نحدد القيود للمسألة المرافقة وهي القيود التي ينبغي للمشتري أن 
يأخذها باعتباره. لا بد للمشتري أن يعرض على الشركة مبلعًا مناسبا مقابل المصادر. 
فمثلاً» لا بد للمشتري أن يعرض مبلغ 40 ريالا على الأقل وذلك للمصادر التي 
تشتمل على 6 ساعات عمل و5 كجم من المواد الخام. وذلك لأن الشركة تستطيع أن 
تستخدم هذه المصادر لإنتاج طاولة کن بیعھا بمبلغ 40 ريالا. ولأن المشتري سوف 
يدفع ,بز5+ ,6 ريالا للمصادر المستخدمة في إنتاج الطاولة؛ إِذَا لا بد أن يختار ,بر 
و ول خث شقی المعواجححة العالية 40ے ور۴3 ,رة 

ولنفس السیت: قلابد اللمشتری أن يعرض على الشركة مبلغ. 30 رالا على 
الأقل وذلك للمصادر اللازمة لإنتاج كرسي وهي 3 ساعات عمل و4 كجم من 
الموادالخام. إِذا لا بد أن يختار ,ر و رر بحجيث تحقق المتراجحة التالية 
0 ,برك + ,3 . وهذا هو القيد الثاني (قيد الکراسی). 

وأكيرًا فلا بك أن تكون اترات ر ي وات فيرسالية+ قتحصل على المسألة 
المرافقة السابقة. ل 


(۷,۳) النظرية الأساسية للثنائية 


Fundamental Theorem of Duality 
تحت هذا العنوان سوف نبين كيف يمكن الحصول على حل المسألة المرافقة من‎ 
«(Dual Theorem) خلال معرفتنا حل اة الأولية: وذلك عن طر يق نظرية الثنائية‎ 
والتى تعد من أهم النظريات في البرمجة الخطية. ويمكن تلخيص نظرية الثنائیة بأن قيمة‎ 


7 1 مقدمة في البربحة الخطية 


دالة البدف الأمثلية للمسألة الأولية وللمسألة المرافقة متساوية متى ما كان للمسألة 
الأولية حل أمثلى. 

خلال دراستنا تحت هذا العنوان سوف نأخذ الحالة التي تكون فيها المسألة 
الأولية مسألة قيمة عظمى طبيعية» والتی تحتوي على ٦٦‏ من القيودو # من 
ااتغیرات: 


کی ناد عد تقد يمه SER‏ م MAK.‏ 


E لق ويل ووه ےہ‎ S2 


Im” يم‎ 


8ك مين دنه ريوع و رہ 


SP‏ عر طبر صقنو ا ته 


| ۳ 
eT, EU‏ 
في هذه الحالة سوق ٹگوۃ المسألة المرافقة عبارة عن مسالة قيمة صعرق طسعبة: 
وسوف محتوىي على 7 من المتغيرات و ۸ من القيود كالتالى : 
الل ہت سے )0+ زط- min W‏ 
FEY a AFR 2©‏ وھ .8 
2C»‏ بو F... TEN‏ 2 لور | لجن 


And | + 4, و‎ 1... Qn mr یہ‎ 


(0اح و 6یسی ای لے 


(۷,۳,۱) الصيغة الثنائية الضعيفة 
Weak Duality‏ 


إذا اخترنا أي حل مقبول للمسألة الأولية وأي حل مقبول للمسألة المرافقة: 
فان قيمة دالة الہدف « للحل المقبول للمسألة المرافقة سوف تكون أكبر من أو تساوی 
قيمة دالة الہدف 2 للحل المقبول للمسألة الأولیة. 


۲ ۲ ٥ الٹنائیة‎ 


هده العلاقة المهمة تقوم بتو ضیحھا من خلال التمھیدیة التالٰے ؛ء والتی تعطی 
مع البرهان. 


مھیدیة(۷,۱): الشائیة الضعيفة Weak Duality‏ 
لیکن ۲ے شی کے ]>ک » أي حل أساسي مقبول للمسألة الأولية؛ 
وليكن 0 مہ Ja‏ ,]= ۷ء أي حل مقبول للمسألة ا مرافقة. في هذه 
الحالة تكون قيمة 2 عند × أقل من أو تساوی قيمة س عند .أي أن : 
(x) sw (y)‏ 2 
البرهان 


لنأخذ القيد رقم : في المسألة الأولية : 


a, <b, 


وما أن 0< ,ر فإننا نستطيع ضرب طرف المتراجحة السابقة في ,ر دون أن تتغير 
الإشارة لتحصضا. علی؛ 


( 8 س1ھ8]) SFO‏ ھک 


1ع ثر 


وبا مع لقیم 77... .ات [ ختميل على : 
)3( کر یو و بل 


أاعدثر 1ج م 


021 F1 


وبالمثل نقوم بضرب القيد رقم نر في المسألة المرافقة ب 0 < ,× ء فنحصل على : 
ر 6ھ از Sx‏ 
|= 


ثم بالجمع لقيم وی لح ر کا على : 


پپرپ مقدمة فق البربجحة النطية 


)4( زنر6" 3< 1+0 


j=‏ اےغ اس نتر 

ومن (3) و (4) » نحصل على : 
ط2 AY;‏ الوه" لا e‏ 

1ع : 21 زر 

أ أن 
sw )×(‏ (×)2 

وهو المطلوب إثباته. 5 
مالاحظة 


إذا استطعنا إیجاد حل مقبول للمسألة الأولية أو المسألة المرافقة فإننا نستطيع 
استخدام تمهيدية (۷,۱) للحصول على حد (60000) لقيمة دالة الہدف ف المسألة 
الاخ فمثلا ذا كانت المسالة الأولة مساألة قيمة عظمى فإننا نستطيع أن نستخدم 
أي حل مقبول للمسألة الأولية كحد أدنى لدالة الہدف ف المسألة ا مرافقة كما يوضح 
المكال التالي. 


مثال (۷,۵) 
في المثال (,۷)ء نلاحظ أن 4= ,× ,2 ,× هو حل مقبول للمسألة 
الأولية: وقيمة دالة البدف عند هذه النقطة 200 = (30)4+(40)2 - 2. من مهيدية 
(۱۷۰۱)ء مسف أن سل راز )ا تل الال اف ةلآبه اة چ 
0 < ب80 + ,1008. وبما أن المسألة المرافقة عبارة عن مسألة ''صنہ"ء اذا * س 
(القيمة الصغرى للدالة س فی منطقة الحل) لا بد أن تحقق : 
w ` < 0‏ ل 


TTY الثنائية‎ 


لنعرف الآن المتجهات التالية : 


ےو ہم نے رظ 1ق ہے يه قاض 
إذا دالة الہدف للمسألة الأولية» والمسألة المرافقة يمكن كتابتها باستخدام المتجهات 
السابقة لتصبح : 
(X) = ©‏ 2 
0< رجي ۷ 
وباستخدام المتجهات السابقةء نستطیع الحصول على التمهيدية التالية 
باستخدام صيغة الثنائية الضعيفة. 


تمهيدية (۷,۲) 
لیکن [ ,2 ... ر# ]>8 حلا أساسيًا مقبولا للمسألة الأولية؛ 
وليكن | ,لز ... وت ]= حلا أساسيًا مقبولا للمسألة المرافقة. 
وإذا كان : 
(7) ×- (5) 2 
فان × حل أمثلى للمسألة الأولية و 7 حل أمثلي للمسألة المرافقة. 


البرهان 
>٣‏ 5 . وما أن “ا حل مقبول للمسألة الأولية وتحقق 75 - ٴي ء إذا × لابد 


۲۸ مقدمة في البرجة الخطیة 


أن يكون حلا أمثليًا (ماذا؟). وبا مغل › ما أن × حل مقبول للمسألة الأولیةء إا أي 
حل مقبول للمسألة المرافقة 1 لابد أن يحقق مالک أل . ولكن طثنوح نكن , إا ر 


لابد أن يكون حلا أمثليًا. 

الثال التالي يوضح كيف يمكن استخدام التمهيدية (۷.۲) للتحقق أن حلا 
أساسيًا مقبولا لمسألة البرمجة الخطية يمثل حلا أمثليًا. U‏ 
مثال (۷,۲) 


في المثال )۷:٤(‏ جد أن [0 16]> × حل مقبول للمسألة الأولية وقيمة دال البذف 
عند هذه النقطة تساوی : 


0 ۱ 16 
z2(x )=ex -]0 0ہ‎ =0 


كما أن [8 0]- ”ل حل مقبول للمسألة المرافقة وقيمة دالة البدف عند هذه النقطة 
تساوی : 


aT 100 | 
w (y )= yb = 0 1 ۔‎ 


وبتخاآن 0 جا ¥= «cx‏ دا 9 هو جل أمثلى للمسألة الأولية و هو حل 
أمثلى للمسألة المرافقة. لا 


(۷,۳,۲) نظرية الثنائية 
The Dual Theorem‏ 
قبل أن نشرع في بيان نظرية الثنائية » نبين العلاقة بين المسألة الأولية والمسألة 
المرافقة إذا کازت إحداهما غير حدودة ا حل ودلك من خلال التمهيدية التالية ۱ والتى 
کن استنتاجها مباشرة من صيغة الثنائية الضعيفة. 


الثنائية ۹ 


تمهيدية (۷,۳) 
١‏ - إذا كانت المسألة الأولية غير محدودة ا حل ؛ فالمسألة المرافقة ليس لہا حل. 
؟- إذا كانت المسألة المرافقة غير محدودة الحل » فالمسألة الأولية ليس لہا حل. 
إذا كانت المسألة الأولية أو المسألة المرافقة ليس لہا حلء فإننا لا نستطيع أن 
نستنتج أن المسألة الأخرى يجب أن تكون غير محدودۃ ا حل. فمن الممكن أن تكون كلا 
المسألتين ليس لہما حل. نوضح ذلك من خلال المثال التالي : 


مال (۷,۷) 
لمكن لدينا المسالة العالية: 
TX»‏ | ا ع 2 1112422 
1-> 00 .5 
5 كوت 2 
اب As‏ 


نستطع حساب المسألة المرافقة لہذہ المسألة باستخدام ا جدول فنحصل على التالي : 
200+ مل ع 17711110 
]کے و2 إلا E‏ 


کا رت 
0 2 و زی ا 
كا المسالكين المايقين لسن تلبسا خل 50ا 5 O‏ 


ورغم وجود حالات تكون فيها المسألة الأولية غير حدودة ال آج الى لها 
حل ؛ إلا أن اهتمامنا ینصب على المسائل التي يكون للمسألة الأولية حل أمثلي. وفيما 


٣‏ مقدمة قل البرجدة الخطية 


يلي سوف نعتبر 2 الحل الأمثلي للمسألة الأولية و ٴ « الحل الأمثلى للمسألة المرافقة. 
إذا كانت المسألة الأولية لہا حل فإننا حصل على النظرية التالية» والتی تبين العلاقة 
بين حل المسألة الأولية وحل المسألة المرافقة. 


نظر پر نظر یة الضنائية The Dual Theorem‏ 


فک 87 هو ا حل الأساسي الأمثل للمسألة الأولية. فی هذه الحالة يكون 
2(7 8 ما اة الات كنا أن * تفوت * و 


البرهان 

لتكن لدينا مسألة قيمة عظمى "1137" طبيعية ؛ وحتوي على 1 من القيود و ۸ من 
امترات وليك 827 اساسا أمثليا للمسألة الأولية. الآن نعرف ي لز... ورلو لر 
كالتالى : 


حے 


E عد ہو‎ a" 
نسعی الآن لإثبات أن ط ر حل مقبول ثم نثبت أنه حل أمثلي.‎ 
الخطوة الأولى: إثبات أن "58ء حل مقبول‎ 
ما أن 87 حل أمثلى للمسألة الأولية» إِذا العاملات في الصف 201/0 فی الجدول‎ 
Row 0 الأمثلى ان آنتكرن ير سالة. سب الات © (معامل )فلي الصف‎ 
وذلك لکل لہ لے ادر‎ 


الثنائية شن 





۲۳۳۰ mj / 


<P, TY; FT cT 


ولکتتا تعلم أن 0< رع» إِذًا لكل «....,2 ,1ح ثر جد آن: 


FE SC‏ تی واو لہ و 


mj /‏ رہ 


أي أن ' 8مع تحقق جميع قيود المسألة المرافقة. بالإضافة لذلكء نجد أن معامل :5 في 
الصف 1200 للجدول الأمٹلی هو العنصر رقم 7 من 'ق وہ ء أي لا كما 
أشرنا إلى ذلك فی الفصل اغكاسی وتنا أن التغيرات المكملة ,8 غسساآلية» إذا 
0< ,ر لكل ”,...,1,2= 1ء أي أن ”ھ وع تحقق أيضا قید الإشارة. إذا ' 8 و 
حل مقبول للمسألة المرافقة. 


ا لخطوة الثانية: إثبات أن "5ء حل أمثلي للمسألة المرافقة 

الآن بقى إثبات أن قيمة دالة البدف للمسألة المرافقة عند ' 8 و تساوي قيمة دالة 
الہدف للمسألة الأولية للمتغيرات الأساسية 87. نعلم من الفصل ا خامس أن قيمة 
دالة الہدف ف المسألة الأولية عند المتغيرات الأساسية 817 تساوي ط" 8يع. الآن 
تسب قيمة دالة الہتف للسالة الرائقة عتذ 8ة 


×۲ مقدمة في البربحة الخطية 
۱ز قاط ےئ ا نوق ع 13 ظىع) w‏ 
0 
0 
| وک ¥ ا 


4 


,. 


0 8م - 
بما أن قيمة دالة الہدف للمسألة المرافقة عند ' 8 بر تساوى قيمة دالة البدف الأولية 


عند المتغيرات الأساسية 8۷ء إِذَا نستنتج من تمهيدية (۷- ٢)اأن‏ 8ي» ھوحل 
أمثلى للمسألة المرافقة كما أن * باح * 2. 2 


النظرية السابقة تبين أنه في حالة توصلنا إلى حل أمثلى للمسألة الأولية 
باستخدام طريقة السمبلكس» فإننا نستطيع مباشرة إیجاد الحل الأمثلى للمسألة المرافقة 
وهو ن 


مغال(۷,۸) 
في مثالتا السايق :)۷,١(‏ كانت المسألة الأولة: 


max 2 - 40, + 301 و‎ 
5. 6x, +3x, 0 
,عرد‎ + 4x, > 0 


Ra پ2‎ 


والمتغيرات الأساسية في ا حل الأمثل (,*يرى) - 87ء إذا [40 0]= وء كما 


أن : 


TUT 


59 1 5 
210 1/5 


له ماد يي امہ مد یزیر :]ہہ 


إا حل المسألة ا مرافقة هو : 


بما أن العنصر رقم ہی تربع هو معامل المتغير :5 في الصف 0 1601 » فنستنتج 
ما بلي 


١ قاعدة‎ 


إذا كانت المسألة مسألة قيمة عظمى "808" طبيعية» فإن حل المسألة المرافقة 
يمكن الحصول عليه کالتالی : 
قيمة ,ر في الحل الأمثلی للمسألة ا مرافقة تساوي معامل ,5 في الصف 
0 ف الجدول الأمثلي. 
فاعدة ١‏ 
إذا كانت المسألة مسألة قيمة صغری "8018" طبيعية» فإن حل المسألة المرافقة 
يمكن الحصول عليه كالتالى : 


قيمة ,× في الحل الأمثلى للمسألة المرافقة تساوي سالبا مضروبًا في معامل ,© 


قيمه 
في الصف 0 ۸٠W‏ في الجدول الأمثلي. 


۲۳٤‏ مقدمة في البربحة المخنطية 


المثال التالي یبین كيفية الحصول على ا حل الأمثٹلی للمسألة المرافقة بمعلومية 


ا حل الأمثلى للمسألة الأولیة. 
مٹال(۷,۹) 


لتكن لدينا مسألة البریجة ا خطیة التالية والتی وردت في ا مثال .)٠.٦(‏ 


max ع‎ - 1, +20x; Ix; 

2 > ,42+ ,ع4 + عد Si.‏ 
1ك برو FAR‏ رهد 
SK, + 32 + 2: 8‏ 


نہ یی ب 


والتي لہا ا جدول الأمثلى : 
0- ,20/9 + 10/36+ ,5/9 + 2 


2= .1/95 ب ,138 + 11/94 + f,‏ 
+s; - 10/989 =4‏ ,1/33 + .47/9 
4= ,4/9 + ید 7را ہے ,8/9 ے 7 


أوجد المسألة المرافقة للمسألة الأولية ثم أوجد الحل الأمثلى للمسألة المرافقة. 
اخل 
المسألة ا مرافقة لہذہ المسألة ھی : 
ونزة 1+ min w =l2y, +30y,‏ 

St. y,+3y,+3y 20 

20 ج ,37+ ر ر2 + بر4 

4y, +5yر+ ونزر‎ 5 

J2Y; 20 


الٹنائیة = 


ونستطيع أن نستنتح الحل الأمٹل للمسألة المرافقة من الجدول الأعقاسن المسألة 
الأصلية» حيث إن قيمة ,ير تساوى معامل ,5 في الصف 30۷0 في الجدول 


اقل ا قيسة "نح ق انهف ا الى اليك الا تال عدو 


09 ص تو اھ رم رات و SBF‏ ع ۲ 
(۷,۳,۳) نظرية متممة المكملة 


The Complementary Slackness Theorem 
تعتبر نظرية متممة المكملة من النظريات المهمة التي تربط بین الحلول الأمثلية‎ 
العسألة الأولة والسألة اكرافقة.سوف ك طی أن المسألة الأولة عبارة عن مسالة تا‎ 
من المتغيرات و 77 من القيودء ولتكن رگیرگور5‎ ١ عظمى طبيعية تحتوی على‎ 
المتغيرات المكملة للمسألة الأولية. فی هذه ا حالةء تكون المسألة المرافقة مسألة قيمة‎ 
صغرى طبيعية تحوى 7# من المتغيرات و ۸ من القيودء ولتكن ,6....,و6,‎ 
المتغيرات الزائدة للمسألة المرافقة فقة. فى هذه الحالة يمكن صياغة نظرية متممة المكملة كما‎ 


لي : 


نظرية(؟ ,/ا): متممة المكملة Complementary Slackness‏ 
لیکن ۳ یرمع انج عا احا مايل E‏ 
کن کے بر ہر بے و خلا اہ بجر سرد کرن 
× حلا أمثليًا للمسألة الأولية و لإ حلا أمثليًا للمسألة ا مرافقة إذا وفقط إذا : 


(2.....7 ,1ح S.J, =0 (i‏ 
)512.8 ىن 0= رتدرء 


نأخذ الآن مثالا يوضح كيفية تطبيق نظرية (۷,۲) لإيجاد حل المسألة المرافقة. 


TT‏ مقدمة في البرجحة ا خطیة 


مغال (۷,۱۰۱) 
باستخدام نظرية متممة اللکملةء أوجد حل المسألة المرافقة للمسألة التالية الواردة في 
مثال (1/5), وأوجد قيمة المتغيرات الزائدة : 
max Zz - 402, +30۰‏ 
SIU‏ مٛ×3+- ox,‏ 51 
0 > ,ب يرك + S5x,‏ 
20 مات 
ال 
إن ا حل الأمثل لہذہ المسألة هو 0= وھ ,36 > 8 ,0 > رع« ,16ء × ,640 - * یىی 
كما أن المسألة المرافقة لہذہ المسألة ھی : 
و 80+ ,ر100 ع min w‏ 
oy, FOF, 40‏ 8.1 
00 ج ر4 + 3y,‏ 
JJ 0‏ 
والتي يمكن كتابتها بالصيغة القياسية كالتالى : 
و م80 + ر100 - min w‏ 
0- ,ع رنر5+ 4y,‏ .5 
300 رت 400 7ود 
00 و ری ۷ 
ونريد الآن حساب قيم ا حل الأمثلي للمسألة المرافقة ء أي إیجاد قيمة المتغيرات 
2 2 د ۷. واضح أن 0 = WwW =z‏ والشروط على بقية المتغيرات 
في 


E u 8‏ فم * ہے جج د 
=X €, =X 2€ =0‏ رل2 8= زین 


الثنائية ۷۷ 


وبماآن 0غ ,×+ وكذلك 0غ ,4 إذا 0- ريز وأيضا 0= ,ع الأيجاد قيمة بقية 
المتغيرات نقوم بالتعويض عن قيم /©,/,/ز في قيود المسألة المرافقة فنحصل على 
المعادلتين : 

40 - مو 

4y, 0-ع-‎ 


والتي حلها 2= ,© ,8= ونز. ٦‏ 


TTA‏ مقدمة ف البر بحة الخطية 


مارین الفصل السابع 


(۷,۱) أوجد المسألة ا مرافقة للمسائل التالية : 


320+ ريك - جم MAX‏ 
اک چو عد ورب ب88 
تا ا 


aig 2U 


max 2 =X, + وجاك‎ 
8,1, ڑ علد جوع‎ 5 
xX, +4x, 4 


لے اج 


وس اروك وت MAKE‏ 
)کا اط x‏ ا 
عد 2 .4 + :3+ 27 
قے x, FOR, =x‏ 
لے 


min w =-y, +4(0 و‎ 

ڑ سے وت ر2 5ا 
FOF‏ وير 
JY; ۱0‏ 


7ر6 سے بر2 + برڈے پر min‏ 

اک وبر+ برو+۔ ر3 5.1 
2ے بر3 + ر مرش - ,ر 
ظ7 


الٹنائیة 


۳۹ 
(۷,۲) في مسألة البرمجة الخطية التالية : 
=x FX.‏ 7 0180ا 
مرک ا E FE‏ 
کا کو سان یت 


SU 


كانت المتغہ اث اللأساسية هى ا تی ڑا حے 7 . أوجد المسألة المرافقة» ثم 
أوجد حلها مباشرة ودون عمل أي تحوير. 


(۷,۳) فى مسألة البریجة الخطية التالية : 


MAX 7 براح‎ FF, 
Sk AES 
FRSA 


SU‏ وی سے 


كانت المتغيرات الأساسية ھی (,د,رع) = 87. أوجد المسألة ا مرافقةء ثم 
أوجد حلها مباشرة ودون عمل أي تحوير. 


: لتكن لدینا مسألة البرجة الخطية التالیة‎ )۷,٤( 


max 2 =4x + ع2‎ 
SÊ IPAS 
6x, +3x, 0 


لت 3 


قام أحد الطلاب بحل هذا السؤال باستخدام طريقة السمبلكس وتوصل إلى 
أن الصف 0 ۸0۷ في الجدول الأمثلي يساوي 20/3 > ,8+ ,26+ 2 : 
ایت ستخدم نظرية الثنائية لبان أ هذا الحل غير صحيح. 


£ مقدمة ف البرجحة الخطية 


(۷,۵) لتكن لدينا مسألة البرمجة الخطية التالية : 
وتدو8 +221 و وت 
5ا 30.440 E‏ 
EI 24‏ 2 


ل E‏ 
والتی لہا الجدول الأمثلى : 
14= ,28+ ,8+ 2 


x, +35, ریو4-‎ =2 
x, = 28 +38 =0 


أوجد قيم 600 بدون عمل أي تحویر. 


-١ )/,5(‏ بين أن المسألة التالية : 
و6 + ,+2- ے 2 Max‏ 
ENS A‏ 3 :5 
1 > ×+ ر- 


نا رای تج 
غير حدودة ا حل 
| باستخدام الفقرة :)١(‏ وضح ما الذي تستنتجه من حل مسألة القيمة 
الصغرى التالية : 
وما + min w = 2y,‏ 
2 کے 0+ رط .5 
6 ر + ,لر 
20 ور 


الثنائية 0 


(۷,۷) عند حل مسألة البرمجة الخطية التالية : 
جے ےچ MAK Tay‏ 
05 26+ کے 
3 کے تروك رت 
20 ہبی ٭ 
كان الصف 0 18018 فى ا جحدول الأمثلى يساوي »= ,1.45+ ,049+ 
أوجد قيمة © بدون حل المسألة. 


ر(۷۸) لتكن لدینا اة البر مجة الخطية التالية : 


Max 2 =X +K + 20 


HES‏ ا ا کے 
[[- وا 38 سے 
2-> رر ےت مر ست 


لا وي و 


١‏ - أوجد المسألة المرافقة لبذه المسألة وبين أن لہا نفس منطقة ا حل للمسألة. 
١‏ -استخدم نظرية الثنائية الضعيفة لحساب الحل الأمثل للمسألة الأولية. 


(۷,۹) مسألة البرمجة الخطية التالية : 
FX,‏ 0ت3 ع MAX‏ 
ے۳۴ ZA‏ 52460 
Ax +x, > 0‏ 


لاك يي 


لہا الحل الامٹلی 32-9 _ 2 21 رتو أوجد باستخدام نظرية 
متممة المكملة ا حل الأمثلى للمسألة المرافقة » وأوجد قيمة ا متغیرات الزائدة. 


E‏ مقدمة في البريحة النطية 


(1,/) لتك لديا المسألة العالية : 
OF‏ ونزة- بڑے MM W‏ 
8É 2y + 4y, < 0‏ 
30 > زمه + yJ‏ 
yJ, 0‏ 
28 ول 
١‏ - أوجد المسألة ا مرافقة لبذه المسألة. 
8- الت آ۵ المسالة المراظة لم اعا 
-٣‏ من فقرة (۲) هل تستطيع أن تبين نوع المسألة. (لها حل وحيد» لہا أكثر من 
حلء ليس لها حل» غير محدودة الحل » غير مننظمة). 
-٤‏ أوجد قيمًا للمتغيرات ,ر ,ر تحقق شروط المسألة الأولية. 
-٥‏ ماذا تستطيع أن تستنتج عن نوع المسألة الأولية. (لہا حل وحيد» لہا أكثر من 
حلء لیس لہا حلء غير محدودة الحل » غير منتظمة). 


رس (شاس 


مسائل النقل والتوظيف 


Transportation and Assignment Problems 


۵ مسائل النقل 
۵ مسالل التوظيف 


في هذا الفصل سوف نناقش نوعين خاصين من مسائل البرمجة ا خطیة وهما مسائل 
النقل ومسائل التوظيف. كل نوع من هذه المسائل یکن حله باستخدام طريقة 
السمبلكس» إلا أن هناك طرائق خاصة لحل كل نوع ؛ وهذه الطرائق أسهل بكثير 
من طريقة السمبلکس المعتادة. 

سوف نشرح كيف يمكن حل مسائل النقل باستخدام طريقة السمبلكس 
الخاصة بحل مسائل النقل. بعد ذلك نقوم بتوضيح الطريقة البنغارية لحل مسائل 
التوظيف. 


سس 


(۸,۹) مسائل النقل 


Transportation Problem 


في هذا النوع من المسائل» نرغب في نقل بضائع من مراكز تموين رأممدء) 
(وأصامم عددها 7# ء إلى مراكز طلب (01215م 0مهدمه0) عددها ۸. يستطيع 


TET 


کے ہے مقدمة فى البرجحة الخطية 


مركز التموين رقم + إمداد مراكز الطلب بكمية ,5 من الوحدات على الأكثر. 
كما أن مركز الطلب رقم ر لابد أن يستقبل كمية ,4 من الوحدات على الأقل. 
وآخیرا فإن تكلفة نقل وحدة واحدة من مركز التموين رقم 1 إلى مركز الطلب 
رقم 7 تساوي ,© » حيث ,© عدد ثابت. 

نقوم الآن بصياغة مسألة النقل بشكل عام. المطلوب في هذا النوع من 
المسائل نقل كمية معينة من البضائع من مراكز التموين إلى مراكز الطلب بحيث 
تكون تكلفة النقل أقل ما يمكن. في البداية نقوم بتعريف متغير القرار ر × کالتالی : 


عدد الوحدات المنقولة من مركز التموين 1 ال سر کہ الطلت 0 کار 


نلاحظ أن المطلوب في مسألة النقل تقليل التكلفة» إِذَا المسألة فى هذه الحالة مسألة 
قيمة صغرى "10112". نأتي الآن لإيجاد دالة الہدف لمسألة النقل. إن تكلفة النقل 
من مركز الغموين 1 إلى مركز الطلب از تساوي ,#ية. ويناء على ذلك فإن 
تكلفة النقل الإجمالية تساوى : 


î î 


[د-ر ےٴ 


نأتي الآن لبحث القيود على مراكز التموين والطلب. نجد أن القيد على مركز 
التموين رقم 1ء أن يقوم هذا المركز بمد مراكز الطلب بكمية ,ى من الوحدات 
على آلا کر أى أن: 
(E ELE‏ 82ے پک 
j1‏ 
اناپ حے القبود على مرک الطلب ۶ جد انم ك الطلي آز لآبد أن 
يستقبل كمية ,4 من الوحدات على الأقل» أي أن : 


الو اعم 7,9 


إدا الصيغة النهائية لمسألة النقل يمكن كتابتها بالصورة : 


ظ ۲7 077 
7 732 1111 


[1عدر ]= 
7 
ری JRE CE‏ به 
آے رز 
071 
سس ہے رات بن 8 
|= 7 
سس ,]= Xj z0 (i‏ 


إدا كان : 


بے“ 36 
= = 


فإن الطلب يكون مساويًا للعرض : وف هذه الحالة تسمى المسألة مسألة تقل 
متوازئة .(balanced transportation problem)‏ وهذا النوع من المسائل هو الذي 
سوف نناقشه في هذا الكتاب ولن نتطرق للحالات التي مختلف فيها كمية العرض 
إذا كانت مسألة النقل متوازنة » فإن جميع القيود لابد أن تكون ملزمة. أي أنه 
لکل .0 ات 1 3 لامي ات زع قاتا 


ای مقدمة فى البربحة الخطیة 


ومن كم فإن مسألة النقل ا متوازنة يمكن كتابتها بالشكل التالي : 
mın 100 ji‏ 


[در [=) 
( 771س غہحۓ 7) ۰ے x,‏ .5 
]تأر 
(j =12,...,n)‏ 4۔ کہ 
٣ =[‏ 
21 )لاگ 


0 کک 


لو أردنا أن نقوم بحل هذه المسألة باستخدام طريقة السمبلکس فإننا نحتاج إلى 
إضافة متغير اصطناعي لكل قيد من القيود» ومن ثم فإن الحصول على حل 
أساسي مبدئي مقبول سوف يكون صعبا نوعا ما ؛ لذلك فإننا لن نستخدم طريقة 
السمبلكس للحصول على حل أساسي بل سوف نستخدم طريقة أخرى يتم 
تفضیلھا لاحقا. 

تأخذ الآن مثالا نبين فيه كيفية صياغة مسألة النقل. 


مثال (۸,۱) 

تمتلك شركة گھرباء ثلاث محطات لتوليد الكهرباءء وتود إيصال 
الساعة (ك.و.س) بينما تنتج المحطة الثانية ١‏ مليون ك.و.س وأخيرا تنتج الحطة 
القالثة ٠‏ ملیون و سی اما احتياجات المدن من الکھرباء فھی کالتالی : حتاج 
المديفة الأول إل ١5:‏ مل ق و شر وتحتاج المدينة الثانية إلى ۱۸ مليون 
ك.و.سء وتحتاج المدينة الثالثة إلى ۲٢‏ مليون ك.و.س» وأخيرا تحتاج المدينة الرابعة 


مسائل النقل والتوظیف ۷ 
إلى ۳۲ مليون ك.وس. يكلف نقل مليون ك.و.س من الحطة الاولی إلى المديدة 
الأولى ۰ ریالات ؛ و( یق اة الثانية ۸ ا لات ولت المدينة الثالثة ۷ e‏ 
وإلى المدينة الرابعة ۹ ريالات. الجدول التالى يبين قيمة نقل الكهرباء من الحطات 
الكهربائية إلى المدن : 


جدول (۸,۱). 


المدينة؟ المديبة؟ الدیيي۳ الدییة؛ 





أوجل صياغة مئاسية لبذه المسالة کسالتن عة خطية. 


الحل 
ما أن المطلوب هو تحديد كمية الكهرباء المرسلة من كل محطة (مركز تموين) إلى كل 
مدينة (مركز طلب) ؛ إذا نعرف متغيرات القرار کالتالی : 
عدد ملايين ك.و.س النقولة من المحمطة 1 إلى المدينة ر كا ىبي 
دا تكلفة النقل الإجمالية سوف تكون : 
(تكلفة النقل من ا حطة )١‏ 9 + ,7 + وى «8 + ,102 - 2 
(تكلفة النقل من المحطة )٢‏ ,ر*14+ ور 12+ رر ×11+ ,,×5+ 


8 ۲ مقدمة في البربحة الخطية 
(تكلفة النقل من ا حطة ۳) و8 +ٛ:6 + يرعد15 + ,13+ 


بعد أن أوجدنا دالة الہدف ؛ نشوم بتحدید القيود. يوجد نوعان من القیود: النوع 
الأول هو قيود العرض (فاصنہتادد”ہء زاطمدع) وی هذا النوع من القيود نلااحظ 
أن هناك حدًا معيئًا تستطيع الحطة إنتاجه. فمثلاء بالنسبة للمحطة الاولی لا 
تستطيع إرسال كمية أكبر من 20 مليون ك.و.س إلى المدن الأربعة. أي أن : 
S20‏ وی و سو وود 
كما أن المحطة الثانية لا تستطيع إرسال كمية أكبر من 0ء والثالثة لا تستطيع 
إرسال كمية أكبر من 40 . إِذا قيود العرض تأخذ الشكل التالي : 
E‏ ا E‏ سد تپ 
EO‏ ع ER FR‏ 
a ERE ER S0‏ 
النوع الثاني من القيود هو قيود الطلب (5أهنهتاودهه 00140٥4)ء‏ حتى نضمن أن 
كل مدینة قد غطت احتياجاتها من الكهرباء. فمغلا المدينة الأولى لابد أن يصلها 
5 علیوت لاوس على الأقلء أى أن: 
ER HES 5‏ 
وبنفس الطريقة مع بقية المدن نحصل على القيود التالية : 
RFE FE 21‏ 
E E ERS Z18‏ 
2ے O‏ ا 


u FR, RAED 
وا أن ,× لابد أن تكون غير سالبة ؛ إذا 0 < ر ×. ومن ئم نستطيع تلخيص المسألة‎ 


مسائل النقل والتوظيف T5‏ 


mi F SIOR Fg FE عاٗ عي‎ 
+5 پر 14+ پر 12+ ر ۳11¥ ر‎ 
+138. IIR FOR FOF 


FEED‏ 0ط E,‏ يمد اڈ 
30 ک HE HR FR‏ ای کا 


ta, رعرع‎ Rg TE SU 


Xı TX ول‎ 13 
X2 TX22 TX د‎ >18 
ہد‎ Xo; +٣2۴ و سے ہہ‎ 
و2‎ 34 X34 3 


xy 20 (i - 1.4.3 
[ز‎ =1,2,3,4( 


بإمكاننا رسم المسألة السابقة كالتالى : 





O +‏ مقدمة ق البر بحة الخطية 


في هذا المثال كانت كمية العرض 90= 30+40 +20 » وكمية الطلب 
0= 32+ 25+ 15+18. ولأن كمية العرض تساوي كمية الطلب إِذا هذه 
المسألة عبارة عن مسألة نقل متوازنة . ومن ثم يمكن وضع إشارة مساواة في جميع 
القيود بدلا من إشارة > و < 0 


إن أي مسألة نقل يمكن وضعها كالتالي: نضع في الأعلى مراكز الطلب؛ وعلى 
الیسار مراكز التموین ؛ ويقسم الحدول إلى 777 من الخلايا (11ءء) بحيث تكون 
الخلية (7,) هي الخلية التي تعطينا جميع المعلومات التي تربط بين مركز 
التموین 7 ومركز الطلب / » ونقوم بوضع مستطيل صغير في الجزء الشمالي 
الشرقي داخل الخلية (1,7) يحتوي على قيمة . وعلى يمين ا جدول نضع كمية 
العرض وف الأسفل نضع كمية الطلب. والآن نستطيع تلخيص الثال السابق في 
الجدول التالی : 


جدول (۸,۲). 
العرض لین“ 
10 
20 
ا 


لات 


40 





مسائل النقل والتوظيف ۲۱ 


الجدول (۸۰۲) يعطينا فكرة سريعة عن المسألة بكافة تفاصيلها ؛ ولذلك سوف 
نعتمد طريقة الجدول فی تلخيص مسألة النقل. 


(۸,۱,۱) إیجاد حل أساسي مقبول لمسألة النقل 
Finding a Basic Feasible Solution for TP‏ 


لتكن لدينا مسألة نقل تحتوي على 77 من مراكز التموين و 7 من مراكز الطلب. 
فى هذه الحال سوف يكون لدينا 7+ 7# من القيود على شكل معادلات. وبذلك 
فعند رغبتنا في إیجاد حل أساسي مقبول يلزمنا استخدام طريقة 14-الكبيرة أو 
طريقة المرحلتين» وهذا العمل يتطلب جھدا كبيرا. ولكن لحسن الحظ ونظرا لبناء 
مسألة النقل» فإنه يسهل إیجاد حل أساسي مقبول لہا. التمهيدية التالية سوف 
تفيدنا في إیجاد حل أساسي مقبول لمسألة النقل. 


مھیدیة (۸,۱) 
إذا وَجِدّت هناك قيم معينة لمتغيرات القرار ,× بحیث تحقق هذه القيم 
جميع قيود مسألة النقل المتوازنة ماعدا قيدا واحداء فإن هذه القيم لابد 
أن تحقق هذا القيد. 


لنفرض على سبيل المثال أننا استطعنا في مسألة شركة الکھرباء إیجاد قيم 
تحقق جميع القيود ما عدا قيد الطلب الأخير. في هذه ا حالةء تكون كمية الكهرباء 
التي تمدها ا حطات الثلاث هي 90 - .5+ رى+ ,ى مليون ك.و.س. أما كمية 
الكهرباء التی وصلت للمدن الثلاث الأولى فهي 60 = ,4+ ,4+ ,4 مليون 
ك.و.س. إِذَا المدينة الرابعة لابد أن يأتيها 90-60-30 مليون ك.و.س. أي أن 
الشرط الأخير حقق. من هنا نستنتج أننا عندما نقوم بحل مسألة نقل ؛ فإننا نستطيع 


Tor‏ مقدمة قي البربحة الخطية 


أن نقوم بحذف أحد القيود» ثم نقوم بحل المسألة بعدد 1- ۸+ 7# من القيود. 
سوف نقوم بحذف القيد الأول دائمًا. بعد ذلك نقوم باختيار 1- 7+ 77 من 
التغیرات من بين 8 :79 من المتغيرات لتكون متغيرات آساسیةء ولکن لا بد لہذہ 
اغغیرت آن شی شروطا سینةء توضسها من خلال النظرية [۸۱). راگن قبل 
أن نقوم بذكر نص النظرية» نحتاج إلى تعريف الدائرة المغلقة (م100). 


تعریف )۱ :(A,‏ الدائرة المغلقة Loop‏ 


الدائرة المغلقة (م100) هي متتالیة مرتبة من أربعة خلایا على الأقل بحیث تحقق 
الشروط التالیة : 
1- أي خليتين متعاقبتين (15اء© ۷٢‏ نا٥٥٥‏ دصہ) لاہد أن یکونا في نفس 
الصف أو نفس العمود. 
؟- لا توجد ثلاث خلايا متعاقبة تقع في نفس الصف أو العمود. 
۳- الخلية الأخيرة في المتتالية لابد أن تكون فی نفس الصف أو العمود 
الذي تقع فيه الخلية الأولى. 


إن مفهوم الدائرة المغلقة من المفاهيم المهمة لحل مسائل النقل كما سوف 
يتضح تحت العنوان (8,1,7) القادم. في المثال التالي ء شوم بتوصيح فكرة الدائرة 
المغلقة من خلال بيان ما إذا كانت متتالية من الخلايا تمثل دائرة مغلقة أم لا. 


مثال (۸,۲۱) 

في الشكل (۸,۲)ء نلاحظ أن الشكل (أ) لا يمثل دائرة مغلقة ؛ وذلك لأن الخليتين 
(1,2) و (2,3) عبارة عن خليتين متعاقبتين ولكنهما ليسا في نفس الصف ولا 
ف نفس العمود. 


مسائل النقل والتوظيف Yor‏ 


الشكل (ب) أيضًا لا يمثل دائرة مغلقة ؛ لأن هناك ثلاث خلايا متعاقبة 


وأخير] فان الشكلين (ج) و (د) يمثلان دائرتين مغلقتين. لا 





شکل (۸,۲) 


النظرية التالية تبين لنا أهمية مفهوم الدائرة المغلقة ؛ وندكرها بدون برهات. 
نظرية )8,1١(‏ 


في مسألة النقل المتوازنة - التى تحتوی 7# من مراكز الطلب و 7# من 
مراكز العرض- تكون مجموعة 7-1+ ” من المتغيرات أساسية إذا 
وفقط إذا كانت تقع في خلايا غير حتوية على دائرة مغلقة. 


Oof‏ مقدمة فى البر بحة الخطية 


نبين الآن كيف يمكن استخدام النظرية (۸.1) لإيجاد حل أساسى مقبول 
لمسألة النقل. توجد هناك عدة طرائق لاد حا اساسی مَقبوك: نقوم بشرح أحد 
هذه الطرائق نحت العنوان التالي وهي طريقة الركن الشمالی الغربی. 


(۸,۱,۲) طريقة الركن الشمالي الغربي 


Northwest Corner Method 

هذه الطريقة هي أحد الطرائق المتبعة لڑإیجاد حل أساسی مقبول لمسألة 
النقل. نبدأ هذه الطريقة باختيار الركن الأعلى الأيسر ( الركن الشمالي الغربی) 
من جدول النقل ونضع ,× مساوية لأكبر قيمة ممکنة ( أي أقل القيمتين رد و ,4 
). إذا كانت ,ىت ,× » فإننا نشطب الصف الأول من جدول النقل أي أنه لا 
يوجد أي متغير أساسي سوف يأتى من الصف الأول. أيضًا نقوم بتغيير 4 إلى 
:إا كانت عم + قاتا نشطب العموة الأول مح جدول القن 
ونقوم بتغيير ,8 إلى 4- ,5. إذا كانت آ41 = ,ىح ٠×,‏ فإننا نشطب الصف 
الأول أو العمود الأول (ولكن ليس كليهما). إذا حذفنا الصف الأول فإننا نضع 
0= ,4 ء وإذا حذفنا العمود الأول فإننا نضع 0= ر5. 

بعد ذلك نبحث عن الخلية الموجودة في الرکن الشمالي الغربی في الجدول 
بعد حذف الصف الأول أو العمود الأول ء ثم نكرر نفس الخطوات السابقة. في 
النهاية سوف نصل إلى مرحلة يكون لدينا خلية واحدة وسوف تكون قيمة 
العرض في هذه الخلية مساوية لقيمة الطلب فنضع قيمة العرض في هذه الخلية ؛ 
وبذلك تنتهي طريقة الركن الشمالي الغربی ؛ ونكون قد حصلنا على حل أساسى 
مبدئي. وهذه الطريقة كما هو واضح أسهل بكثير من طريقة السمبلكس. 


مسائل النقل و التوظيف هه" 


فيما يلى نعطی مثالا يبين كيفية استخداء طريقة الرکن الشعالی لإيناد 
حل أساسي مقبول لمسألة نقل. 


مغال (۸,۳) 


الجدول (۸,۳) يبين العرض والطلب في مسألة نقل. استخدم طريقة الركن 
الشمالی الغربی لإيجاد حل أساسي مقبول. 

فى الجدول (۸,۳)ء أهملنا كتابة التكلفة ,© ؛ وذلك لان طريقة الركن 
الشمالي الغربي تعتمد فقط على العرض والطلب لاختيار الحل الأساسي المقبول. 


جدول (",8). 


العرض 





حتى نقوم بحل هذه المسألة؛ نبدأ بالخلية الموجودة في الركن الشمالي 
الغربي من الجدول (۸,۳)ء وهي الخلية رقم EL)‏ ونضع فيها : 


î, MIR Sd, f= min4, 3=3 


٦‏ مقدمة ف البریحة الخطية 


ثم نشطب العمود الأول غدل راگ ب [ = 4-3 = لاح ری فنحصل 
على الحدول .)۸,٤(‏ 


.)۸, ٤( جدول‎ 





الآن تكون الخلية (1,2) هي الخلية الموجودة في الركن الشمالي الغربي» وأكبر 
قيمة يمكن وضعها في هذه الخلية هي 1= 4 بل صن = (ي4, ,)نص = يرعد. إِذَا 
سوف نضع في هذه الخلية العدد 1ء ونقوم بشطب الصف الأول واستبدال 4 فی 
العمود الثاني ب 4-1-3 ء فنحصل على الجدول (۸.۵). 


جدول (8,5). 





الآن تكون الخلية (2,2) موجودة في الركن الشمالي الغربي» وأكبر قيمة نستطيع 
وضعها في هذه الخلية هي 3 > (3,3) min{s,,d, } = min‏ = ری اذا سوف 


مسائل النقل والتوظیف ۲۵۷ 


نضع في هذه الخلية العدد 3 ما أن رك = ود ء إِڈا نستطیع شطب الصف الثاني 
ووصع العمود الشات مسساویا اس أو شطب العمود الثانى وجعل الصف 
الثانى مساويًا للصفر. سوف نستخدم الطريقة الثانية» فنحصل على الجدول 


.)۸,۹( 


.)6,5١( جدول‎ 





الآن تكون الخلية (2,3) موجودة في الركن الشمالي الغربي» وأكبر قيمة نستطیع 
وضعها في هذه الخلية هي 0 = (0,2) صن = ,ر min‏ = ور ×. إذا نضع في 
هذه الخلية العدد 0 ونقوم بشطب الصف الثاني ونستبدل 2 في العمود الثالث 
بالعدد 23-0-7+ قتحصل على الول ۸9 


جدول (۸,۷). 





A۸‏ مقدمة في البرمة الخطية 


الان نصح كت 26 SMI‏ و سیل دن 5-2-3 فنحصل على 
انت تق 5 


جدول (۸,۸). 





وأخيرا شر 3= ,لات رود ہر حمل على درل( 


جدول (۸,۹). 


ولأنه لا يوجد أي خلية فارغة؛ فنکون قد حصلنا على ا حل الأساسي 
المقبول 3= وو × ,2 = ووند,0 -> ور35 = ور مما > ر ×,3= ر ×. وبما أن هناك 
متغيرا أساسيًا مساويا للصفر فهذا الجل الأساسي غير منتظم. لا 


إن طريقة الركن الشمالي الغربي تضمن أن جمیع المتغيرات الأساسية لن 
تخد قمعا سال كما أن جميع قيود العرض والطلب سوف تكون محققة. ولہذا 


مسائل النقل والتوظيف ۹ت۲ 


فإن الحل الناتج يكون حلا مقبولا. بالإضافة لذلكء فإن طریقة الركن الشمالي 
الغربى سوف تعطي قيما ل [- 7+ 7# من المتغيرات ؛ وهذه المتغيرات لا يمكن أن 
تحتوى على دائرة مغلقةء وبناء على نظرية (۸,۱) فهذه المتغيرات لا بد أن تكون 
لا لا ان تن 


۱۳۱) طريقة السمبلكس لحل مسألة النقل 


The Transportation Simplex Method 
تحت هذا العدوان نبين كيف يكن حل مسالة النقل باستخدام طريقة‎ 
: السمبلكس الخاصة بمسائل النقل » والتى يمكن تلخيصها با خطوات التالية‎ 


-١‏ إيجاد حل أساسي مقبول لمسألة النقل وذلك باستخدام طريقة الركن 
الشمالی الغربي والتي سبق شرحها نحت العنوان (۸,۱,۲) السابق. 

٢‏ تحديد ا تغیر الداخل » وذلك عن طريق حساب معاملات المتغيرات 
غير الأساسية ثم اختيار المتغير ذي المعامل الأكبر ليكون متغيرًا داخلا. 

-٣‏ عمل تحوير للانتقال إلى حل أساسي مقبول آخر. 

ا- #قرار اخطرتن 0 و۴ سی تصل ]ل حل تكوة قب ساملات 
المتغيرات غير الأساسية غير موجبة؛ وبذلك نكون قد توصلنا إلى لحل 
الا 


لتوضيح طريقة حل مسائل النقل باستخدام طريقة السمبلكس سوف 
نقوم بحل مسألة النقل الواردة في المثال .)۸,١(‏ 


٣‏ مقدمة في البر بحة الخطية 


مثال )۸,٤(‏ 
لتكن لدينا مسألة النقل التي سبق الإشارة إليها في ا مال (۸۰۱)ء والتی يمكن 
تلخيصها في الحدول (۸۱۰). 


.)8,١١( جدول‎ 





العرض المدينة ٤‏ 
20 المحطة ١‏ 
1 االمحطة ۲ 
5 ال ت٣۳‏ 
الطلب 


15 18 25 32 


حتى نقوم بحل هذه المسألة» نقوم باستخدام طريقة السمبلكس وذلك بتطبيق 
الخطوات الأربع التي سبق الإشارة إليها. 


الخطوة الأولى: إیجاد حل أساسي مقبول 
سمتحدم طريقة الركن الشمالي الغربي التي سبق الإشارة إليهاء فنحصل على 
الول ۸5 


مسائل النقل والتوظيف 511 


.) 86,1١١١ جدول‎ 





15 18 25 32 


من ا جدول (۸,۱۱)ء نحصل على ا حل الأساسى ا لمبدئی الذي تكون فيه قيمة 
المتغيرات الأساسية : 


2پ قات ESILE‏ رو اک SRG‏ وو یکر 


الخطوة الثانية: تحدید المتغير الداخل 

لحساب المتغير الداخل ء يلزمنا حساب معاملات المتغيرات غير الأساسية في الصف 
۵ء ولأن المسألة عبارة عن سالا قبعة صقرض "قنتظ" ۽ إذا فار المت 
الداخل ذا المعامل الأكبر بإشارة موجبة. وإذا كانت جميع المعاملات غير موجبة 
نكون قد توصلنا للحل الأمثل للمسألة. 


Cy, =CgB a, ب0-‎ 


حيث ,© هو معامل ر × في دالة البدف الأصلية. 
رہ هو عمود ,د ف المسألة الأصلية. 


اک مقدمة في البربحة الخطية 


اذا ال الأساسی القبول يخوت اشا إذا كانت جميع قيم المعاملات ٥,‏ غير 
موجبة. وإذا وجد عدد 0 < ٥ء‏ فإننا حتار المتغير الداخل لیکون ا متغیر ذا أكبر 
عدد موجب رت©. ولحساب قيمة ,© يلزمنا فقط إيجاد قيمة أ ٤.۰72‏ . ولأن عدد 
المتغيرات الأساسية عادة ما يكون كبيرا فإنه من الصعب إیجاد قيمة '”ھ ؛ ولذلك 


دستحدم طريقة خر ساب رع 


نعلم أنه في مسألة النقل إذا تحققت جميع الشروط ما عدا شرطا واحدًا: 
فإن هذا الشرط لا بد أن يتحقق. لذلك» نستطيع إلغاء أحد القيود دون أن يؤثر 
ذلك على المسألة الأصلية. ويإمكاننا حذف أي قيد وليكن القيد الأول. إذَا 


: من العناصرء أي‎ ٦٦ +۷ -1 ظرء سوف تحتوي على‎ ٠ 


۱ ۱ ۱ ات 
Ys 55‏ لابين پل يعد رت 


حیثا /1/7,1/1,...:1 هي قتاف ”۶ع الح مع قيود العرض (1- 77 من 
القيود) بینما ...ہر ۷۷ هي عناصر cB‏ المتفقة مع قيود الطلب ( 7 من 
القيود). 

ولتحديد ' 8 و نستخدم القاعدة التالية. 


قاعدۂ ١‏ 
في أى جدول مسألة برمجة خطية: فإن معامل كل متغير أساسي ,× في 
الصف ۸٠۷0‏ لابد أن يكون مساويًا للصفر. أى أن : 


Cy 0ت‎ 


إا متغير من ا متغیرات الأساسية (1- ۶+ 77 من المتغيرات) نجد أن : 


سے ھا e‏ 


نقوم الآن سات قيسة المتغيرافك ے ¥ ای ای 88ء باستخداة 
1[- + 7# معادلة على الشكل 0= .ع- ره" 8 بر وذلك لكل متغیر أساسي. 

وللتسهيل تقوم باعادة كتاية الحدول )ا (A.1‏ ہم إضافة سعر التكلفة ع 
فنحصل على الحدول (۸,۱۲). 


جدول (۸,۱۲). 


20 





15 16 29 32 


الآن لدینا ا حل الأساسى المقبول: 
OR SNe Es 13,7 SITAR -2‏ 


أى أن المتغيرات اللأسامية شی * 


ڑپ ووو و قرو BY = EGR‏ 


نقوم الآن بحساب :2 للمتغیرات الأساسية ونساويها بالصفر: 


تا 


مقدمة في البر بحةۃ الخطية 


-10 1-10 0 


| =v, -8 =0 


-1l=u,+v, -11=0 


| ۷4 ۶.8۹ ور اس 2 


|۷4 ۷3 ¥ دل اک C2‏ 


: و“ 0۷۱۱۷ ا ور 


اوہ وكا وما ”ا Uu;‏ ا اک وہ0 


E‏ ہی یج ہی چس ےس شش ہش اتا اکا 
یپ کی ےی عم يج تب 


سم نے بے ىہ يج تك 


0= 12- ,۷+ ریوے 12- 


س ہے 25 مج سم هثج 


مسائل النقل والتوظيف 1٥‏ 


60س تنش يوك 6 .1آ یھ تد و تو وت ات بح 





ہے نہ ےہ ے = oO‏ 


0 -8- ,+ بن - 8- ا Hg‏ پکاڈ = برع 


2 رارع ريخ 2 نسم 





لٹ أنه لی يتك اماس 7 (ماعد| عند [ = 1) فان : 


0 ج يويح جوت رت E‏ 
أى أن ,= ,۷+ ,8 8. الآن بتعریف 0 ح ,1ء حصل على العلاقة : 


وهذه العلاقة صحيحة لكل متغير أساسي. نستطيع الآن إیجاد قيمة ' 8 و عن 


: طريق حل المعادلات التالية‎ 
U =0, u, +v, 0ح‎ 
8+1۷ =8, Uu, +V, =1] 
u, +v, =12, ۲-۷, = 6 


u, +V, ح‎ 8 


208 مقدمة قل البرجة الخطية 


فنحصل على القيم التالية : 


[1 = ,7 ,3- = ين ,9= .0 3= 11 ,8 ع .10,۷ ع ۷ 


الان نقوم بتحديد المتغير الداخل وذلك بحساب قيمة معاملات المتغيرات 
غير الأساسية في الصف 0 ۸٠W‏ . باستخدام العلاقة : 


E‏ کي که سو چ 
ہس می ay “Cy =U,‏ جح ,2 


/ 
نحصل على المعاملات الثالیة للمتغيرات غير الأساسية: 


2 -0+9-7- و 

٠١. - 0+11-9- 2 

87- 10-5+ 3ے ہہ 

0 - 14--11+ 3ع 
6-ےس و لات[ وت سے 


0--3+8-15- 2 ر 


| ت 


کی | 


ای 


ا 


| 


ای 


وبما أن المعامل ,رت هي أكبر عدد بإشارة موجبة إِذَا ,ر × سوف یکون 
هو ا متغیر الداخل. 

إن باستطاعتنا تسهيل الإجراءات السابقة باستخدام ا جداولء حيث 
نقوم برسم جدول مسألة النقل ونضع علامة × مكان المتغيرات الأساسية. ثم 
نضع في الصف العلوي ,۷ وف العمود الأيسر # 

ولإيجاد قيم ر۱ 16۷ نبداً بوضع 0= ٤‏ ثم بعد دلك نوجد قيم بقية 
المتغيرات بحیث يكون امجموع ,۷+ , مساويا ل © في المربعات التي تحتوي 


إشارة ×. 


مسائل النقل والتوظيف ۷" 


.)86,١7" جدول‎ 


پ2 3 ص۷ 1 


14 


1 





الآن 0= 4ء ولأن الخلبة (1,1) تحتوي على متغير أساسي؛ دا 
نستطيع إيجاد تسا عق 210 جح S10 e‏ 


بعد ذلك نوجد قيمة را (وذلك لآن الخلية (1,2) تحتوی على متغير 


أسامى ايك 8ح ص8 إذا 8ح وق 


ثم نقوم بعد ذلك بإيجاد قيمة ر بحيث 11- ر۷+ رت إِذّا 3= ر». 
وبنفس الطريقة نجد أن 9= و لان 12- ۷+ راء وكذلك 3-- ہ لان 


6 ح ,¥+ ع وأخیرا فان 0ج وت ان 8= ڕv+ U;‏ 


في الجدول السابق نقوم بوضع قيم ر« ,> في الجدول لنحصل على الجدول 
AWE)‏ 


51 مقدمة في البربحة النطية 


.)8,١5( جدول‎ 





الآن نحسب قيمة ,2 لكل متغیر غير أساسي من العلاقة : 


TE ~7‏ لماج وس 


(1,3) نضع القيمة: 


9-7-2 ل = و یرت رم 


وقي الخلية (1,4) نضع القيمة : 


کے 0+11-9- يعس O, =U FV‏ 
وبالمثل نجد أن 10-= روت ,6- - روت ,0= بوت ,8= ررة. 


وبوضع هذه القيم في الجدول السابق» نحصل على الجدول .)۸.٠١(‏ 


مسائل النقل والتوظيف ۲1۹ 


جدول (۸,۱۵). 





وبعد حساب قيم المعاملات ,© نضع علامة (*) على أكبر عدد ر بإشارة 
موجبة وبذلك يكون ر × هو المتغير الداخل. في الجدول )۸,۱٥۱(‏ كان العدد 8 في 
الخلية (2,1) هو أكبر عدد بإشارة موجبة وعليه فان المتغير الداخل هو ر *. 


الخطوة الثالثة: عمل تحوير (1004م) للانتقال إلى حل أساسي مقبول آخر 
-١‏ في البداية نقوم بإيجاد مسار مغلق (1000) بحيث يبدأ من خلية المتغير 
الداخل ويتكون من خلايا أخرى تحتوي على متغيرات أساسية (من الممكن 
اثبات أن هناك مسار ا اتا 5 سنا 
في مثالنا السابق كان ,ر × هو المتغير الداخل. نقوم الآن بإيجاد 
مسار مغلق يمر بالخلية (2,1) » وتكون جميع الخلايا المكونة لهذا المسار 
(عدا الخلية (2,1)) تحتوى على متغيرات أساسية. 
نختار المسار المغلق التالي (1,1) -(1,2)-(2,2)-(2,1). بعد ذلك 
نقوم بترقيم الخلايا الموجودة في المسار المغلق حسب بعدها عن خلية 


TV. 


مقدمة في المرجة الخطية 


المتغير الذاخل. فمثلا الخلية (2,1) تأخذ الرقم 0ء والخلية (2,2) 
تأخذ الرقم 1 ... وهكذا. 


الخلايا التي ترقيمها عدد زوجي تسمى خلایا زوجیة )۷٥٢‏ 
(15ا6 والخلايا التي ترقيمها عدد فردي تسمى حلايا فردية 001) 
.cells)‏ أى أنه ف السار السابق غب آن الايا (2,1): ر (1,2) لايا 
زوجية» أما الخلايا (2,2) و (1,1) فھی خلايا فردية. ويمكن كتابة ذلك 
بالصورة التالية : 
O E 0‏ ۲ 
(1,1)- (2,ا)-(2,2)-(2,1) 
-٢‏ بعد ذلك نضع إشارة (*) في الخلايا الزوجية (أي أننا سوف نضيف 
مقدارا معینا 4 لأي خلية زوجیة)ء ونضع إشارة ( - ) في الخلايا الفردية 
(أي أننا سوف نطرح فقدارا مسا 8 لأي خلية فردية). نقوم الان بكتابة 
الجدول )۸,۱٦(‏ والذى يحتوى على قيمة المتغيرات الأساسية وعلامة (*) 
مكان المتغير الداخل. ثم نقوم برسم المسار المغلق ونحدد إشارة كل خلية. 
٣‏ نجسب قيمة التغير © وهي عبارة عن أقل قيمة للمتغيرات الأساسية 
الموجودة في الخلايا الفردية في المسار المغلق (أي الخلايا ذات الإشارة السالبة 
في المسار). ف المسان السابق نجد أن 13,15(=13 صلم ح 6 . 


الآن نقوم بطرح 0-13 من الخلايا الفردية في المسار (أي 
الخلايا ذات الإشارة السالبة)ء ونضيف 0-13 إلى الخلايا الزوجية 
في المسار (أي الخلايا ذات الإشارة الموجبة). فنحصل على الجدول 
(۸,۷. 


مسائل النقل والتوظيف ۲۷۱۹ 


جدول (86,15). 
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جدول (۸,۱۷). 





15 18 25 432 





۲٦۲‏ مقدمة في البریحة الخطية 


في الجدول (۸۱۷)ء لم نقم بوضع 0 في الخلية (2,2) وذلك لأن 
المتغير رر × أصبح متغيرًا خارجًا. إِذّا نستطيع أن نستنتج أن ا خلية الفردية 
ذات أصغر عدد هي ا خلية التي تحنوي على ال متغير ا خارج. الآن أصبح 
رو متغیرا خارجا وبذلك نکون قد حصلنا على الحل الأساسي 
المقبول : 


32ح پچ کک SIRR‏ ہے 13 ح ہم 18ح 20 د نوع ارم 


الخطوة الرابعة: تكرار ا خطوتین الثانية والثالثة حتى نصل للحل الأمٹل 

بعد أن حصلنا على ا حل الأساسي المقبول ,5/5 ء نختبر هذا ا حل من 
حيث كونه أمثليا وذلك بتنفيذ الخطوة الثانية. نقوم الآن بحساب معاملات 
المتغيرات الأساسية: 


Cy ولاح‎ TPE 


ومن ثم مساواتها بالصفر كما فعلنا سابقا وذلك لتحديد قيم , 4,,۷. 
في الجدول (۸,۱۸) قمنا برسم مسألة النقل ووضعنا علامة × مكان كل 


متعم أساسي. ثم أوجدنا قيم , 20,7 بحیث تحقق العلاقة : 


ودلك اتل متغیر أساسي .قي البداية نضع Û‏ س ع فتنحصل على 
17= ہ۲ ,8= ر . ثم نوجد بقية ا متغیرات كما هو موضح في ال جدول (۸۱۸). 


مسائل النقل والتوظيف احا 


جدول (۸,۱۸). 
9 ح وما 7ع بوم 





الآن نحسب قيمة ,ع- ‏ ۷+ ,4= ,2 لكل متغير غير أساسى ونضعها في الخلايا 
التى لا تحتوي على متغيرات أساسية. 


جدول (۸,۱۹). 





٤‏ ۲ مقدمة فى البريمة الخطیة 


ما أن 10ح بر - پر٥‏ ء هي أكبر عدد بإشارة موجبةء فإننا نستطيع اختيار و × 
أو X14‏ ليكون متغيرا داخلا. سوف ختار ويك ليكون المتغير الداخل . الآن لنبحث 
عن مسار مغلق في الجدول بحيث يبدأ هذا المسار بالخلية (1,3) » ويحتوي على 
غلا ات ون رات آساسۓة, سار السار اٹل عق لين 
(2,3)-(2,1)-(1,1)-(1,3) » قم نضع إشارة (+) في الخلايا الزوجية 
(3(,)2,1,ا) » وإشارة ( - ) في الخلايا الفردية (1,1(,)2,3) ء كما هو موضح 
٤‏ الحدول (۸۲۰). 


جدول ( ه۰ ۲ ,۸). 





20 
لات 
40 
32 25 18 15 
سب قيمة التغير © والتى تساوى : 
21-2 0000وت 8 


الآن نقوم بطرح 2 =0 من الخلايا ذات الإشارة السالبة ونضيف 2= 0 للخلايا 
ذات الإشارة الموجبة. فنحصل على الجدول (۸۰۲۱). 


مسائل النقل والتوظيف ۵ 


.)8,5١( جدول‎ 


20 





15 18 25 4342 


وبدلك يكون ,× متغيرا خارجا ويكون لدينا الحل الأساسي المقبول : 
27ے وو ڑگ کو رات پر کرک اتک OSX SISE SAX‏ 


جدول (۸,۲۲۱)۔. 





۲۰٦‏ مقدمة ف البربحة الخطیة 


الجدول (۸۲۲)ء ثم بعد ذلك استخدمنا العلاقة =٤‏ ,۷+ ,× لكل متغير 


الآن نحسب قيمة معاملات المتغيرات غير الأساسية باستخدام العلاقة : 


Ci = انيف‎ 6 


ثم بعد ذلك نضع قيمة © في الخلية (,) والتي لا تحتوي على العلامة 
م كما هو موضح ف ا جخدول ANT‏ 


(MTT) جدول‎ 





ھا أن روج هي أكبر عدد بإشارة موجبة فإننا نختار المتغير وو × ليكون 


متغيرأ داخاة. 


مسائل النقل والتوظيف YY‏ 


المتغير الداخل ؛ ويتكون من خلايا تحوي متغيرات أساسية. نختار المسار المغلق 
الال : 
(1,2)-(1,3)-(2,3)-(2,2) 


ثم نضع إشارة (+) في الخلايا الزوجية (2,2(,)1,3) » وإشارة (- ) فى الخلايا 
الفردية (1,2(,)2,3) » كما هو موضح في الجدول .)۸.۲٢(‏ 


جدول (4 ۸,۲). 





15 18 25 32 


بعد أن حددنا المسار المغلق » نحسب قيمة التغير © والتی تساوي : 

min{15,18} -5‏ =0 
| لين هوم بطرح 5ق من الخلايا ذات الإشارة السالية : ونضيف 8-5 
للخلايا ذات الإشارة الموجبة. فنحصل على الحدول (۸۲۵). 


جدول (۸,۲۵). 


20 
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وبذلك يكون × متغيرًا خارجا ويكون لدینا ا لجل الأساسي المقبول : 
2= ات 150 سے 13د 77 1ح SIN‏ ظا Sa‏ 


جدول (۸,۲۲۹۱). 





لتحديد قيم CU;‏ قمنا بوضع علا مه × مكان کل متغير أساسي في 
الحدول (٦۸۲)؛‏ نم استخدمنا العلاقة و سواہ ولات لكل مصير 


مسائل النقل والتو ضيف ۹ ۷ ١‏ 


الآن نحسب قیمة معاملات ا متغیرات غير الأساسية باستخدام العلاقة : 
تہ زا Cy SU;‏ 


ثم بعد ذلك نضع قيمة ,ت في الخلية (7,7) كما هو موضح في الجدول 
(۸۲۷). 





ما أن 0> ر لجميع ا متغیرات غير الأساسیةء إڈا الحل الأساسي المقبول ,6/35 
هو حل أمثلي وقيمة 2 تساوى : 
z - 8)3( + 7)17(+ 5)15(+11)15( + 6)8( + 8)32( = 7‏ 
نلاحظ فى الحل السابق أن 0 = وبع ء وبناء على ذلك فإن المسألة لہا أكثر من حل. 
ولكى غسل على حل انحر لہلہ سال مار ,,* ليكو متقيرا دخلا پد 
ذلك نوجد مسارًا مغلقا يتكون من الخلية (1,4) وخلايا أخرى تحوي متغيرات 
أساسية » فيكون المسار هو : 
(33)- (3,3)- (3,4)- (1,4) 


TA‏ مقدمة في البرجة الخطية 


(A, TA) جدول‎ 


20 





32 29 18 15 
دات قينا یتحدید المسار المغلق» نقوم الآن بحساب قيمة التغیر 9 ؛ 
والغى تساوض: 
Ca MII‏ 
الآن نقوم بطرح 0=17 من الخلايا ذات الإشارة السالبة» ونضيف 6-17 
للخلايا ذات الإشارة الموجية. فنحصل على الجدول (۸,۲۹) 


جدول 0 6). 


20 
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مسائل النقل والترظیف ۲ 


من الجدول (۸,۲۹)ء يتبين أن ا حل التالى هو حل آخر لمسألة النقل : 

5 - 230ھ ک SIS SISE SN‏ وت ىعد De‏ 
الآن نوجد قيمة دالة الہدف عند ال حل ,5/5 ء والتي من الواضح أنها سوف 
تساوی قيمة دالة الہدف عند الحل السابق ,8/5 وهى 687. 


7 = (8)15+ (6)25+ (11)15++(5)15 + (9)17+(8)3 - ج 


يمكن رسم الحل الأول ,5/5 كما هو مبين في الشكل (8.7). لا 
ملاحظة 


في المثال السابق كانت جميع الدوائر المغلقة مكونة من 4 خلاياء إلا أن 
الدائرة المغلقة قد تكون مكونة من 6 خلايا أو أكثر. 





كل ۸۳ 


TAT‏ مقدمة في البرجة اخطیة 


(۸,۲) مسائل التوظيف 


Assignment Problems 

قمتك و السابق کا آق طريقتة الم لگی خا عسائل 

نحت هذا العنوان نعرف مسائل التوظيف»› ثم نوضح طریقة حل هذا 
النوع من المسائل وذلك مر خلال الخال التالی : 
مثال (۸۰,۵) 
يمتلك أحد المصانع ٤‏ آلات ويرغب في إنجاز ٤‏ أعمال. ويود صاحب هذا المصنع 
أن يخصص آلة واحدة لكل عمل. 
الجدول (۸,۳۰) يوضح عدد الدقائق الذي تستغرقه كل آلة لإنهاء الأعمال 


الأربعة. 


7 





سائل القل والتوظيق YAY‏ 
اخل 


المطلوب فی هذا السؤال هو تحديد مكينة لكل عمل. نقوم الان بتعریف 
متغيرات القرار لتکون زی حيث 4 2 a‏ 7 / والمعرفة كالتالى : 
إذا كانت المكينة 7 تقوم بالعمل ر و 1ع: ىن 
إذا كانت المكينة 7 لن تقوم بالعمل ز و ۷< .× 
ويمكننا بعد ذلك صياغة المسألة بالشكل التالى : 
Ix,‏ هن + FI,‏ نک ے ج MiN‏ 
FOR FIA, PES‏ رف 
KPIS EOS OFS‏ 


HIR FAR Fg Fy 


[ احا مو سے وود ع وا 51 


(قيود ا5ل ب 1 = برع + وى * + ور + X2‏ 
ظ 58 
۱ اح بوه + ووعد + ۳X32‏ ہو 


1ے ہے ۸+ وى ع ور 3-۳3 


Xj 1 رو رو‎ FX qı - [ 


٠ ٍٍ 5‏ ح ۳X q‏ يو + ىو + ور 1 
(قيود الاعمال) ظ 
[ = ىن 36 + وو + ور ×۳ و16 


PAST FES TE 21‏ ا 
([ 14ت E,7‏ ا 7 


القيود الأربعة الأولى تؤكد أن كل مكينة سوف يعين لبا عمل › والقيود 
الأربعة الأخيرة تؤكد أن كل عمل سوف تتم تأديته. 


۲۸٤‏ مقدمة فى البربجحة المنطية 


هذه المسألة في الواقع هي مسألة نقل متوازنة بحیث أن أي مركز عرض يستطيع 
إمداد وحدة واحدة وأي مركز طلب فهو يحتاج إلى وحدة واحدة. وبشكل عام 
فإن مسألة التوظيف هي مسألة نقل بحیث يكون العرض والطلب فيها مساويا 1. 

حل هذا النوع من المسائل نستخدم الطريقة البنغارية (The Hungarian‏ 
(0۵طMe‏ وهي ما سوف نتحدث عنه تحت العنوان التالي. 


ی٥‏ الطريقة اشنغاریة 

The Hungarian Method 
الطريقة الہنغارية مصممة لإيجحاد القيمة الصغرى "12112" لمسألة‎ 
التوظيف. سوف نقوم بتوصيح خطوات الطريقة الہنغاریة حل مسائل الكو ظطہف‎ 


مثال ( ,۸) 

في هذا المثال سوف نقوم بإیجاد الحل الأمثلي للمثال (8.5). في البداية 
نقوم بوضع جدول التكلفة اعمال كما هو موضح في ا جدول ,)8,5١(‏ بحيث 
تمثل الأعمدة الأعمال مرتبة من اليسار إلى اليمين» وقثل الصفوف الآلات مرتبة 
من الأعلى إلى الأسفل. 


جدول (۸,۳۱). 





مسائل النقل والتوظيف تافلا 


الخطوة الأولى 
في جدول التكلفة الذي يتكون من المعاملات © » نقوم بإیجاد العنصر الأصغر في 
كل صف ونضعه ف الحهة اليمنى من الصف » فنحصل على الجدول (۸۳۲). 


.) 8,75١ جدول‎ 





بعد ذلك نطرح العنصر الأصغر من الصف الذي يقابله. فعلى سبيل المثال في 
الصف الأول نقوم بطرح العدد 3 من كل عنصر من الصف الأول؛ وف الصف 
الثاني نقوم بطرح العدد 4 من كل عنصر من عناصر الصف الثاني» ... وهكدا 
مع كل من الصفين الثالث والرابع» فنحصل على الجدول (۸۰۳۳). 


جدول (۸۱۳۳). 





؟” مقدمة فى البربحة الخطیة 


الخطوة الثانية 
في الجدول الجديد نقوم بإيجاد العنصر الأصغر في كل عمود ونضعه أسفل 
العمود» كما هو موضح في الجدول (8.55). 


(A, £) جدول‎ 





0 3 0 0 
بعد ذلك نطرح العنصر الأصغر من العمود الذي يقابله. في هذه الحالة سوف 


جدول (۸,۳۵). 





الخطوة الثالثة 
نرسم أقل عدد من المستقيهات الأفقية والعمودية التي يمكن أن تغطي جميع 
الأصفار الموجودة في الجدول (۸۳۵). إذا كان عدو السات يساوى 4( 77 في 


مسائز النقل و التو ظيف TAY‏ 


الحالة العامة)ء فإننا نستطيع أن نوجد الحل الأمثل وذلك باختيار 4 خلايا تحتوي 
على أصفار بحيث لا توجد خليتان من هذه الخلايا في نفس الصف أو نفس 
العمود. أما لو كان عدد الستقیمات أقل من 4ء فإننا نواصل الحل وذلك 
بالانتقال إلى الخطوة الرابعة. 

في هذا المثالء نجد أن أقل عدد من المستقيمات یکن أن يغطي جميع 
الأصفار الموجودة في الحدول (۸,۳۷) هو ثلاثة مستقيمات. قمنا بتوضيح ذلك في 
الحدول .)۸۳٦(‏ 





الخطوة الرابعة 

لیحٹ ق الحدول الجديدعن أصغفر عدد من الأعداد غير المغطاة 
بالمستقيمات المرسومة؛ ثم نطرح هذا العدد من جميع الأعداد غير المغطاة 
ونضيف هذا العدد إلى الإعداد المغطاة مخطي' 


نلاحظ أن أقل عدد غير مغطى فی الجدول (8.77) هو العدد 1 ؛ نقوم بإضافة 1 
إلى العددين 6 و8 ء ونطرح العدد 1 من الأعداد الستة غير المغطاة» فنحصل 
على الجدول (۸۳۷). 


TARA‏ مقدمة في البرمة النطية 


جدول (۸,۳۷). 





بعد ذلك نقوم بتطبيق الخطوة الثالثة مرة أخرى. نلاحظ في الجدول 
(۸۳۷) أن أقل عدد من المستقيمات اللازمة لتغطية جميع الأصفار هو 4 





لإيجاد الحل الأمثل نختار 4 خلايا تحتوي على أصفار بحيث لا توجد خليتان من 
هذه الخلايا فی نفس الصف أو نفس العمود. 


تخد الخلايا (4,2)-(3,3) -(2,4)- (1,1) » ومن تم يكون الحل 
الأمشل هو 1= وو ×= وو ×= هر ×= ررعداء وفي هذه الحالة قيمة 2 تساوي 
5= 3+4+6+2. 


مسائل النقل والتوظيف ۲۸۶۸۹ 


نلاحظ في هذه المسألة أنه لا يوجد إلا خيار واحد فقط لاختیار المتغيرات 


الأساسية. إذا المسألة لبا حل وجك ولكن لو كان هناك اکٹر من مكيار للمتتغيراتك 
الأساسية فالمسالة لبا اکٹر مہ سما . لا 


و 8 ۲ مقدمة في البرمحة النصة 


(۸۰۱) تقوم شركة بتوصيل بضائع إلى ثلائة زبائن» كل زبون یحتاج إلى 30 
وحدة من البضائع. تمتلك الشركة مخزنینء المخزن الأول يحتوي على 40 
وحدة من البضائع والمخزن الثانى يحتوي على 50 وحدة الجدول 
(۸۳۹۱) یہن تكلفة نقل وحدة واحدة من البضائع من المخزن إلى الزبون. 


جدول (8", 8 ). 





اوج ضباغة مناسبة لہذہ المسألة كمسألة برجة خطية» ثم أوجد الحل 
الامٹلی للمسالة. 


(۸۲) يتكون قسم ا حاسبة في أحد الشركات من 4 موظفين» ويرغب القسم في 
انجاز 4 مهام . یپحتوی الحدول (۸.۰) على عدد الساعات الذى نعاعتہ 
كل موظف لإنهاء كل مهمة من المهام الأربع. 
أوجد صياغة مناسبة لہذہ المسألة بحیٹ يكون الوقت المستغرق أقل ما 
يمكن ؛ ثم أوجد حل المسألة. 


مسائل النقل : التو یف 


.)۸,٤۰( جدول‎ 
٢ المهمة‎ ١ المهمة‎ 


12 ١ الموظف‎ 


5 

8 7 | ٣ وطق‎ 
6 10 ٣ الموظف‎ 
5 3 | ٤ الموظف‎ 


(۸۳) أوجد حل المسألة التالیة : 


المهمة ۳ 


14 


FI‏ رک کی کک 
FIVE FOR‏ پ2 


1 ا‎ HES FAS 


N HF SIO 
X2 X22 ۳X2; S12 
E FE E 1 
Xa FRE FRE S14 
aE رھ ى وقد‎ 
ىدي ا‎ EE ا الو‎ 


xy, ZÛ, (i =1:4; 


(21:3 ر7 


٤ المهمة‎ 


12 


55 


۹۲ مقدمة تي البرجة النطية 


اق ا ردسلا اساسا معولا لتا آفادۃ: 


Mih 2 =3, FOX, پر 4# ع‎ 
ود + و 1 +4 بو و‎ 
:ا:8‎ RTE 10 
E اوت ا ہے کک‎ 
رم‎ HE 6 
Fe FR 8 
Eu FE E6 
xy, 20, (i =1:2,7 -1:3( 


-١ )۸,۵(‏ أوجد حل المسألة التالية : 


min 7 پر د‎ HAR لم وی‎ FOR 
اط چ3‎ FI وول‎ 


يو FIR FIT‏ ڑا 


5 مو بے سے ج۴ 5 
TX 24 <10‏ ہر ۸+ Xo FX‏ 


FRE FR 5ح‎ 
راع‎ HE FE 207 


(1:4= 1:3 پا ار 


il‏ هل لهذه المسألة أكثر من حل ؟ 


مسائل النقل والتوظيف ۹۳ 


( أوجد حل المسألة التالية» وبين ما إذا كان لہا حلول أخرى : 


min 2 - و6 + ,رمك‎ +X +2X 4 +3. 
جد‎ Eg Tg يوك‎ A 
a ER FAG ER FR 
ug يوون‎ Fg FEF 
2 TR FR FR ا‎ 0 


[ جد ورا RE‏ 96 
اس ۷افت قاع تود د وت 
]= تعد ورد .+ 
+X q =‏ بو 2+ يو X4 FX +X‏ 


Rg RS HRS RSS =] 


ڑے ے اذى EER FTE‏ 
21 ىعاد و ا صظ تد 
اح ھا يني نل ہر ہہ 
ا ag‏ رہن 60 3ط ور 


آ3 کو ےپ اط سی تا 


(1:8- 7ء/) لات رون 


۲۹٤‏ مقدمة فی البريحة الخطية 


(۷) أوجد حل المسألة التالية » وبين ما إذا کان لہا حلول أخرى : 


MINT لے‎ ESR FRG FOE 
Oy FAR FIR FE 
4ے‎ HORS FIR FARS 


3 


FR Fg OFA‏ جا 


اک سے و سے و جا ا 8 
Î‏ 0ط جو Rs FE‏ 
HRS Eg FR =1‏ پت 


Ea j‏ یک 


لاک ب ع ب دع بو د ند 
[ > ىن 3+ روغ + Xa +X‏ 
ا کین لو FETE‏ ور 


3# FE TRS و سے‎ 1 


:1ع 7, 7ے لا ار 





لمن را 


Networks Problems 


© مسالة المسار الأقصم 
کے 


© مسألة التدفة الأعظم 


وا 


۱ ہہ ۱ ا م بال ١‏ عم يض ax,‏ ف a‏ واوا kK‏ جم ظ 
اساك ايده ما الوعية ا اة یگ سلیا عبن طاريق الشكاسه ف هذا 
اھ ےا یے] و اي " سے 030 ا gn‏ ہے نت ہے 


لد" 


7 ظ : ِ - 1 ا ه سے 1 5 س۴۸ کڪ 
١ |‏ 0 ۱ 1 0 ص 37 نے 7 7 ۴ ۱ 1 مع | نگ 5 ٣ 1 i,‏ ۱ قر ۱ ۱ | ۱ اج 3 5 
II‏ 1 1 3 5 لے 0 اح حير 2 س سے 5 7 لد ت : 1 ١‏ ظا 6 3 ا ث ۱ ي ات | انيديا ١‏ مھت 
١‏ 5 سو قش تہے۔ ت يا ہے ہے ہے ليا . E‏ ۳ اپ 


آل" ركنن ؛٭ یپ إل ٠١‏ 
ومسالهة التدفئ ١‏ الا عصم. 
3 البداية و اعا عست العارف اة ق الفرکات لے تنس ما 


١ 


امسا الأقصر ونين کو حلها ١‏ وكدذلك شوم بشرح ونال التدفق الأعظم تم 
تفصيل طريقة حل هته المسالة 
(۹,۱) تعاريف أساسية 
Definitions‏ ۰5860001 
لعل من اسب أن تمدح تعريها للشحة ومکوناتھا: ومن نم نعوم با غطاء 
بعص الأمثلة على الشبكات حتی پسھل على القعاری فهم سال السا الاقصر ومسالة 


التدفق الاعظم واللدن سوف نشوح بدراستهما حت العناوين القادمة. 


۲۹٥ 





55 مقدمة في البربحة الخطية 


حك تعريفه الیگ أنها تتكون من جموعتين هما رژڑوس (5ع116]ع؟1) 
(وأحانًا ٹسمی قدا ((nodes)‏ وأضلاعا .(arcs)‏ تمثل الرؤوس مجموعة من النقاط 
ويرمز لہا بالرمز ”[: بينما يرمز للأضلاع بالرمز 4 ؛ وتعرف كالتالى : 
تعریف(۹,۱): الضلع ۸۲۰ھ 

يتكون الضلع من زوج مرتب من الرؤوس : ويبين الاتجاه الذي من الممكن أن 
تتم فيه الحركة بين الرأسين. 
إذا احتوت شبكة ما على الضلع (ٴر,ۂ) » فإن اتجاه الحركة يكون من الرأس ‏ إلى 
انتھاء „(terminal vertex)‏ 
مثال(١,4)‏ 
لتكن لدينا الشيكة الموضحة في الشكل (۹,۱) ؛ ٤‏ هذه ا حالة تکون الرؤڑوس: 
,2,3,4 بات ۳ 
والأضلاع : 


A = ,(3(,)2,1(,)2,4,ا))‎ )3,5(, )4,5(,)*,3(( 








فسات الشيكات ۲۹9۹۷ 
لنفرض أن الرؤوس في الشکل (۹۰۱) عبارة عن مدن» والأضلاع عبارة عن طريق 
بمسار واحد. في هذه الحالة يكون هناك طريق من المدينة 1 إلى المدينة 3 ول 


3 وا ۹گ لا 


فيما يلي نعطي تعريف کل من السلسلة (٥8۸٥٥)؛‏ والمسار (ط91م). 
تعریف(۹,۲): السلسلة Chain‏ 
السلسلة هي متتالية من الأضلاع بحيث إن كل ضلع يشترك في رأس واحد فقط 
تعریف(۹,۳): المسار ۲٢۳‏ 


السار هو سلسلة يكون فيها رأس الانتھاء لأي ضلع هو رأس الابتداء للضلع 
الذي يليه. 


في ال مغال (۹۰۱)ء لو أخذنا متتالية الأضلاع التالية (4,5)-(2,4)-(2,1) » نجد أن 
هذه المثالية تل سلسلة ولكنها لا مئل مسار أما القالیة (3,5)-(1,3)--(2:1) فى 
كل سلسلة ومسارًا. هذا امسار يكن اغتباره طريقا ينقلا من المديئة 2 إلى المديئة 5. 


0,۲۱ ماله المساو الأقصر 
Shortest Path Problem‏ 


تحت هذا العنوان سوف نفترض أن كل ضلع في الشبكة له طول معين» 
ونهدف إلى إیجاد أقصر طریق من الرأس 1 إلى بقية الرؤوس؛ يسمى هذا النوع من 


۲۹۸ مقدمة ف البر بحة النطية 


المسائل مسألة المسار الأقصر .)shortest path problem)‏ ول هذا النوع من المسائل : 


نستخدم طريقة دايجكسترا .(Dijkstra's Algorithm)‏ 


(4,7,1) طريقة دایجکسٹرا 


Dijkstra's Algorithm 
تستخدم طريقة دايحكسترا لإیجاد أقصر مسار من الرأس رقم 1 إلى بقية‎ 
الرؤوس. تعتمد هذه الطريقة على ترقيم الرؤوس مبدئيا بقيم مؤقتة ثم تثبيت الترقيم‎ 
فيما بعدء بحيث يدل الترقيم المثبت على قيمة أقصر مسار من الرأس رقم 1 إلى الرأس‎ 
المرقم. في البداية نقوم بترقيم الرأس رقم 1 بقيمة دائمة تساوي 0. بعد ذلك نرقم كل‎ 
رأس ۶ متصل بالرأس 1 بضلع واحد بترقيم مقت هو طول الضلع الواصل بين‎ 
والراس 1ء يقية الرؤوس التي لا تتفصل هباشرة بالراس 1 تعطى ترقيمًا موقا‎ ٤ الراس‎ 
يساوي 0. بعد ذلك نختار الرأس ذا أقل ترقيم وليكن الرأس ر ونقوم بتثبيت الترقيم‎ 
لهذا الرأس. ثم نبحث عن الرؤوس المتصلة بالرأس ز ونستبدل الترقيم لكل رأس ۾‎ 
: متصل بالرأس ٴر بأقل الترقيمين التاليين‎ 
.۸ الترقيم المؤقت الحالى للرأس‎ -١ 
.)ز,K( الترقيم المثبت للرأس رز + طول الضلع‎ ٢ 
في المثال التالي نوضح مسألة مسار أقصرء ثم نشرح طريقة دایجکسترا لحل المسألة.‎ 
)84 , مثال(؟‎ 
يود أحد العمال الذين يعملون في مصنع ما الانتقال من مدينة رقم 1 إلى المدينة‎ 
رقم 6. ولانه لا يوجد طريق میاشر من المدينة 1 إلى المدينة 6+ فانه لا بد أن تر‎ 
پیش المدن الآخری۔. الشكل (۹۲) يبين الطرق التي تربط المدن والمسافة بين هذه‎ 


مسائا الشبکات ۲۹۹ 


سے 


المدن. ويرغب هذا العامل فی الوصول إلى المدينة رقم 6 وذلك باستخدام أقصر طريق 


مكن. 





شگل(۹,۲). 
ا خل 
الرؤوس ا متصلة بالرأس رقم 1 (وهى 2 و3) ترقيمًا مؤقتا يمثل طول الضلع الواصل 
بين الرأس 1 والرأسين 2و3. ومن تم يكون ترقيم الرأس 2 مساويا ل 2 وترقيم 
الرأس 3 مساويا ل 4. بقية الرؤوس يتم ترقيمها ترقيما مؤقنًا يساوي 50. 


نقوم الان بوضع ترقيم الرؤوس على شكل صف بحيث إن العنصر رقم ١‏ في 
هذا الصف يمثل ترقيم الرأس .في هذا المثال يكون صف الترقيم : 
)مه 6 6ه 4 2 0 
بعد ذلك نضع علامة * فوق العناصر التي تم ترقيمها ترقيمًا دائمًا 
.(permanent label)‏ ولآن او امن 1 تم تر قیمه تر قيما دائما: إذا متسل على جف 
الترقیم: 
مه o‏ من 4 2 0 


وب مقدمة ف البربحة الخطية 


الخطوة التالية نقوم بتثبيت أصغر عدد في صف الترقيم (العنصر الثاني في هذه 
الخالة) فيصبح صف الترقيم : 
| م © 238 4 تج 0 
الآن نبد بآخر رأس تم تثبيته وهو الرأس رقم 2. نبحث عن جميع الرؤوس التي 
تتصل بهذا الرأس وهي الرؤوس 3,4,5 ء ونقوم بترقيم هذه الرؤوس ترقيمًا مؤقتًا هو 
عيارة عن أقل القيمتين التاليتين : 


-١‏ ترقيم الرأس ا حالی. 
-٢‏ ترقيم الرأس 2 الدائم مضافا إليه طول الضلع الواصل بين الرأس 2 وهذا 
الى ای 
نبدأ الآن ترقیم الرؤوس 3,4,5. كان الترقيم المؤقت للرأس 3 يساوي 4ء والترقيم 
الدائم للرأس 2 يساوي 2 وطول الضلع (2,3) يساوي 1 . !دا نختار الترقيم الجديد 
الؤقت لرا 3 لخوة: 
min {4, 2 +1} = 3‏ 
والتسبة للراسن 4 كان الترقيم المؤقت له يساوي © » والترقيم الدائم للرأس 2 
يساوي 2 وطول الضلع (2,4) يساوي 3. إا نختار الترقيم الجديد المؤقت للرأس 4 
ليكون : 
min {oo, 2 + 3} = 5‏ 
وبا لمل » فإن الترقيم المؤقت الجديد للرأس رقم 5 يصبح : 
min {oo, 2 + 5} = 7‏ 
ومن ثم نحصل على صف الترقيم التالی : 
ان 7 3 کے تی ۳ 





نقوم بتثبيت أصغر قيمة في صف الترقيم لم يتم تثبية 
له 7 8 37 2 0 
بعد ذللك اخذ الرأس رقم 3 وه وآخر راس ثم تثبيت ترقيمه» ثم بحت 
الرؤوس المتصلة به فنجد أنه لا يوجد إلا رأس واحد وهو الرأس رقم 5. الترقيم 
المؤقت للرأس رقم 5 يساوي 7ء والترقيم الدائم للرأس رقم 3 يساوي 3 وطول 
الضلع (3,5) يساوي 2. إذا الترقيم المؤقت للرأس رقم 5 يساوي : 


2-5 + 001801173 
وبذلك نحصل على صف الترقيم التالی : 
سم 4 8 8 2 08 


بإمكاننا الآن تثبيت أي من الرأسين 4 أو 5 » سوف تار الرأس رقم 4. 
الرؤوس التي ترتبط بالرأس رقم 4 هي الرؤوس 5,6١‏ . نلاحظ أن ترقيم الرأس رقم 
5 لن يتغير لأن ترقيمه يساوي ترقيم الرأس رقم 4. أما ترقيم الرأس رقم 6 فیصبح : 

min {oo, 5 + 3} = 8‏ 
فيكون الترقيم الجديد : 
|8 *5 5 3 


اي 


02 
نقوم الآن بتثبيت أصغر ترقيم مؤقت وهو الرأس 5 ونجد أن هذا الزأس يرتبط 
بالرأس رقم 6ء ومن هنا يكون الترقيم الجديد للرأس رقم 6. 
min {8,5 +1} -6‏ 
وبهذا حصل على صف الترقيم النهائي وهو : 
نے نے ےجو 


ومن ذلك نستنتج أن أقصر طريق من الرأس 1 إلى الرأس 6 سوف يكون طوله 6. 


۲۰٢۲‏ مقدمة في البريحة اخخعلیة 


لكي نتعرف على أقصر طريق من الرأس 1 إلى الرأس 6 نقوم بالعمل بطريقة 
عكسية. فنبحث عن الرؤوس التي ترتبط مباشرة بالرأس رقم 6 بحيث يكون فرق 
الترقيم بين الرأسين مساويا لطول الضلع الواصل بينهماء ونكرر العملية بالنسبة 
ا اون اليد حقى تضل إلى الراس رقم NEN‏ بارا رقم 6 ونلاحظ أن الفرق بين 
ترقیم الرأسين 6 و 5 هو 1 ويساوي طول الضلع (5,6). إِذَا الرأس 5 يسبق الرأس 
6 مباشرة. وبالنسبة للرأس رقم 5 ؛ ند أن الفرق بین ترقيم الرأسين 5 و 3 هو 2 
ويساؤي طول الضلع (3,5).إذا الراس 3 يسبق الرأس 5 مباشرة. وبالمٹل نجد أن 
و .ام ت 1 MN‏ ۱ 3 ۱ 0 1 
العرق بين ترقيم الراسين 3 و 2 هو 1 ويساوي طول الضلع (2,3). إذا ال راس 2 
یسبق ا او 3 مباشرة. واخیرا فان الاق || یسبق ال اس و وبذلك نحصل على 
اقضر طریق عن الرانی 1 إلى ان انی 8 وس السار 1-2-356 لا 


(۹,۳) مسألة التدفق الأعظم 


Maximum Flow Problem 
في هذا النوع من المسائل يكون للضلع سعة معينة (/0808611) تحد من كمية‎ 
المنتج المرسلة عبر هذا الضلع. وفي هذه ا حالةء نبحث عن أكبر كمية يكن نقلها من‎ 
نقطة مبدئية تسمى منبع (501110) إلى نقطة نهائية تسمى مصب (8131). يسمى هذا‎ 
اعد اون مغالا‎ .)13×1510071 flow problen?) النوع من المسائل ما التدفق الأعظم‎ 
نبين فيه كيفية صياغة مسائل التدفق الأعظم» ومن ثم نشرح طريقة فورد فولكرسون‎ 
لحل هذا النوع من المسائل.‎ (Ford-Fulkerson Method) 


مثال (4,7) 
تود شركة بترول أن تقوم بنقل أكبر كمية من البترول عن طريق أنابيب من 
الرأس 59 إلى الرأس 51 مرورًا با حطات 1,2,3,4. في الشكل (۹۰۳)ء قمنا برسم هذه 


مسائل الشبكات 5 


المسألة ووضعنا على كل ضلع سعة هذا الضلع ,»> وهي أكبر كمية من البترول يكن 


للأنبوب نقلها مقاسة بملايين اللترات في الساعة. أوجد صیاغة مناسبة لبذه المسألة 
كمسألة بر مجة خطية. 





شگل 1 


الحل 
في البداية نقوم بإضافة ضلع ہہ من المصب ة8 إلى المنبع 50 كما في الشكل 
(9.5). هذا الضلع في الواقع لن يحتوي على أي كمية من البترول وإنما تم وضعه ليدل 
على كمية البترول التي وصلت إلى المصب ولذلك فهو یعتبرضلع اصطناعي 
.)rti cia arc)‏ بعد ذلك » تقوم بتعريف متغيرات القرار كالتالي : 
كمية البترول ا منقولة خلال الضلع (7,) مقاسة بملايين اللترات في الساعة -: ر × 





کک مقدمة في البر بحة النخطية 


إذا فرضنا أن كمية البترول التي تصل إلى الرأس اء مقاسة بملايين اللترات فى الساعة 
تساوي × ء فإن هذه الكمية سوف يتم نقلها خلال الضلع ره من المصب إلى المنبع 
وذلك فقط من خلال الرسم وليس في الواقع. وفي هذه الحالة تكون المسألة عبارة عن 
البحث عن أكبر قيمة تمكنة ل ,× بحيث إن الكمية المنقولة في كل ضلع لا تتعدی 
سعته © » كما أن الكمية الداخلة في الرأس ا لا بد أن تساوي الكمية الخارجة منه با 
في ذلك المنبع والمصب (ولہذا الشرط تمت إضافة الضلع ,4). إِذا المسألة تأخذ 
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مسائل الشبكات ۳.۵ 


نبین الآن كيف يمكن حل مسألة التدفق الأعظم وذلك باستخدام طريقة فورد 


فولكرسون. 


5:۳۹۱ طريقة ثورد فولكرسون 


Ford-Fulkerson Method 
51 تعتمد طريقة فورد فولكرسون على إیجاد سلسلة من المنبع 50 إلى المصب‎ 
فح تو عله اساسا شروطا سیت سرف دة عن فروظ السلسلة بالشصیل‎ 
لاحقا)ء ومن ثم نقل أكبر كمية ممکنة من التدقق خلال هذه السلسلة. ثم بعد ذلك يتم‎ 
الست غہ سلسلة اخرق قق نیس الشروظ : تقل آگیر كبية مكدة مين التذفق‎ 
خلانباء .کال رخرقف طريقة فورد فو لگ سوق ددا لآ کوجد أى سلسلا قشع‎ 
ا وط‎ 


مثال 80 ,۹ 


أوجد حل المسألة فی ا مثال (۹.۳) باستخدام طریقة فورد فولكرسون. 


ا خل 

في المثال (۹۰۳) قمنا بإضافة الضلع ,© من المصب إلى المنبع. بعد ذلك نضع 
على كل ضلع (/,,) الكمية المنقولة عبر هذا الضلع ( ر ×) بین قوسين بجانب 0 
والتی تمثل سعة الضلع (/,). تبدأ طريقة فورد فولكرسون بفرض أن التدفق المبدئي 
يساوي 0 لجميع الأضلاع. ومن ثم يكون التدفق المبدئي الموجود في الشكل (1.5) 


۳٦ 





شكل (۹,۵). 


من الواضح أن كمية النفط المنقولة عبر الضلع (۸,) لا يمكن أن تتجاوز 
سعة هذا الضلع. كما أن الكمية التي تدخل إلى الرأس : لا بد أن تساوی الكمية 
الخارجة من هذا الرأس : ولذلك قمنا بإضافة الضلع ,4 للمسألة حتی تكون الكمية 
الداخلة للمصب مساوية للكمية الخارجة منه عن طريق الضلع ,4. يمثل الضلع ,© 
الكمية التي دخلت إلى المصب ؛ ولذلك فعندما ننتهي من حل المسألة فإن أكبر كمية 
يمكن نقلها من المنبع إلى المصب هي ره. 

الآن نبحث عن أي سلسلة من المنبع إلى المصب ونلاحظ أن هناك نوعين من 
الأضلاع ٤‏ 5 سلَعلة 11 النوع الأول هو الا ضا ع الأمامية «(forward arcs)‏ 
والنوع الثاني هو الأضلا ع العكسية (05:ة 4٣2س‏ )ءهط). الضلع الأمامي © هو الضلع 
الذي يكون فيه الرأس الابتدائي هو المنبع ٥٥ء‏ أو رأس الانتهاء للضلع الذي يسبقه. 
بينما الضلع الخلفي فهو الضلع الذي يكون فيه رأس الابتداء هو المصب 8ء أو رأس 
لآب اء نام ال تع ي وق تواد انا اله 
( 3,51( - (3,4)- (2,4)-(0,2؟) > فان جميع الأضلاع اسایرے ماعدا الضلع 
(3,4). 


مسائل السات ہہ ؟ 


ولحل مسألة التدفق الأعظم نقوم بإيجاد سلسلة من المنبع إلى المصب بحيث 
نحقق الشرطين التاليين : 

-١‏ لأي ضلع أمامي فإن الكمية المنقولة عبر الضلع أقل من سعته. 

۲- لأي ضلع عكسي فإن الكمية المنقولة عبر الضلع أكبر من الصفر. 


لم بعد لاگ اوح کل کیا دراخرل ااجرآ عیر ذه ساس گیا سر ترطح 
لآحق . نستمر بهذه العملیة حتی يستحيل إيجاد سلسلة حقق الشرطين ارت ھا 

تعتمد طريقة فورد فولكرسون على زيادة التدفق في الأضلاع الأمامية وتقليله 
في الأضلاع الخلفية. نلاحظ أن الكمية الإضافية التي يمكن زيادتها عبر الضلع الأمامي 
تساوي ,,+*- رع » والكمية التي یکن تقليلها في الضلع العكسي تساوي ,,*. الآن 
تكون كمية التدفق 8 التي سوف تضاف من ا نبع إلى المصب عبر السلسلة © هي أقل 
الأعداد ,×- رء إذا كان الضلع آمامياء و ,* إذا كان الضلع عكسيا. 

لتبدأ بالسلسلة (3,54)-(1,3)-(50,1) ؛ نلاحظ أن جميع الأضلاع في هذه 
السلسلة هي أضلاع أمامية ولذلك فإن أكبر كمية نستطيع نقلها عبر هذه السلسلة 
تساوي 1= (1,4,3) 0 . إِذا نقوم بنقل وحدة واحدة عبر هذه السلسلة ونضع 
ات XxX,‏ داخل قوسين لكل ضلع في هذه السلسلة. تلااحظ أن الضلع (0.1؟) قد 
وصل إلى أعلى سعة لەء ولہذا فلا يكن زيادة الكمية المنقولة عبر هذا الضلع ء إِذا هذا 
الضلع أصبح عديم الفائدة كضلع أمامي لذلك نقوم بوضعه على شكل خط مستقيم 
مقطع ما يعني أنه يستحيل نقل أي نفط عبره. وبشكل عام » فإن الضلع يصبح عديم 
الفائدة كضلع آمامی إنا كانت الكمية المنقولة فيه تساوى سعته. بعد ذلك نقوم أيضا 


بزيادة قيمة ,4 بوحدة واحدة. الشكل (4,1) يبين هذه الخطوة. 






کا 
٦ 2)0(‏ 


١ ۱ 


شكل ۲4۹5 

الآن نختار سلسلة أخرى بين المنبع والمصب يمكننا فيها زيادة التدفق » مع مراعاة 
أن الكمية التي يمكن نقلي عب رأي ضلع أمامي تساوي سعته مطروحا منها الكمية التى 
تم نقلها عبر هذا الضلع كما بينا سابقا. نأخذ الآن السلسلة (/3,5)-(50,3) » نلاحظ 
أن جميع الأضلاع في هذه السلسلة هي أضلاع أمامية ولذلك فإن أكبر كمية نستطيع 
نقلها عبر هذه السلسلة تساوي 2= (045,3-1ط . إِذْا نقوم بنقل وحدتين عبر هذه 
السلسلة ونضع 2 داخل قوسين للضلع (0,3:) ؛ و 1+2 للضلع (3,57). نلاحظ أن 
الضلع (1ء,3) قد وصل إلى أعلى سعة له فلا يمكن زيادة الكمية المنقولة عبر هذا 
الضلع. بعد ذلك نقوم أيضا بزيادة قيمة ,© بوحدتين كما هو موضح في الشكل (۹.۷). 





مسائل الشبكات ۴۰2۳ 


الآن نختار سلسلة أخرى بين المنبع والمصب يمكننا فيها زيادة التدفق. لنأخذ الآن 
السلسلة (4,54) - (3,4)-(50,3) ء نلاحظ أن جميع الأضلاع في هذه السلسلة هي 
أضلاع أمامية ونتلگ فان اكور که نستطیع نقلها هله السلسيلة تساوی 
1 > !311113-22 . اذا فوم بنعھل وحدة واحلة عير هذه السلسلة. نلا حظ ان 
الضلع (4,54) قد وصل إلى أعلى سعة له» ولہذا فلا يمكن زيادة الكمية المنقولة عبر 


هذا الضلع. بعد ذلك نقوم أيضًا بزيادة قيمة ,4 بوحدة واحدة. الشكل (۹.۸) يبين هذه 





سے سے سور 5 
شکل (۹,۰۸). 


نلاحظ الآن أنه لا يوجد أي سلسلة بين المئبع والمصب تحقق الشرطين١‏ و ٢ک‏ وبدلك 
نکون قد توصلنا إلى الحل الأمثل لبذه المسألة وتكون قيمة التدفق الأعظم 4 - ,4 , 
كما أن قيمة المتغير الأساسي ,* هي كمية التدفق المنقولة عبر الضلع (/7:). لا 


نأخذ الآن مثالا آخر على مسألة التدفق الأعظم» ونبين كيفية حل المثال 
باستخدام طريقة فورد فولكرسون بحيث تحتوي أحد السلاسل في هذا المثال على ضلع 


۳۱٢‏ مقدمة قي البربحة الشخطية 
مثال (۹,۵۵) 
في ا نشكا (۹,۹)ء أوجد التدفق الأعظم لسكة الشبكة من المنبع إلى المضب ؛ ودلك 





شكل (8,5). 


نبدأ الآن بفرض أن التدفق المبدئي يساوي 0 لجميع الأضلاع ونضيف الضلع 
الاصطناعي رة من المصب إلى المتبع + فتحصل على الشكل (۹۱۰) كتدقق مدت 





مسائل الشبکات ؤ۱ 


الآن تال السلدلة 35-1389 هاء وتا أن جميع الأضلاع في هذه السلسلة 
هي أضلاع أمامية ولذلك فإن أكبر كمية نستطيع نقلها عبر هذه السلسلة تساوي 
3 - (111213,5. من كم نقوم بنقل ثلاث وحدات عبر هذه السلسلة. نلاحظ أن الضلع 
(3,٥ء)‏ قد وصل إلى أعلى سعة لهء ولبذا فلا يمكن زيادة الكمية المنقولة عبر هذا 
الضلع. بعد ذلك نقوم بزيادة قيمة ,© بثلاث وحدات كما في الشكل .)1,١١(‏ 
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شكل ۲۹,۱۹۹. 


بعد ذلك نختار سلسلة أخرى بين المنبع والمصب يمكننا فيها زيادة التدفق ولتكن 
السلسلة (3,51)-(2,3) -(1,2) -(1,٥ء)‏ » نلاحظ أن جميع الأضلاع في هذه 
السلسلة هي أضلاع أمامية ؛ ولذلك فإن أكبر كمية نستطيع نقلها عبر هذه السلسلة 
تساوي 2 -(12112,7,2,5-3. إذا نقوم بنقل وحدتين عبرهذه السلسلة أي انا 
نضيف لكل ضلع في هذه السلسلة مقدار وحدتين. بعد ذلك نقوم أيضا بزيادة قيمة ره 


بوحدتين فنحصل على الشکل(۹:۰۱۲). 


: i1 
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کے سے 5(2(“ 59 
شگل 5 ارق 

الآن نختار سلسلة أخرى بين المنبع والمصب يمكننا فيها زيادة التدفق. نلاحظ أن 
السلسلة لآ يذ أن شوق على ضلع عكسي ولا يوجد إلا سلسلة واحدة وهي 
(1.5#)-(1,2)-(0,2؟). نلاحظ أن الضلعين (50,2) و (1,54) عبارة عن ضلعين 
أمافيين + وا غل سعة لہما هي 8 و 2 على التوالي. بینما الضلع (1,2) عبارة عن ضلع 
عكسي » وأكبر كمية يمكن تقليلها من هذا الضلع تساوی كمية التدفق في هذا الضلع 
أي 2. ومن كم فإن أكبر كمية نستطيع نقلها عبر هذه السلسلة تساوي 
2= [2 ,8,2« . إِذا نقوم بنقل وحدتین عبر هذا المسار؛ أي أننا نضيف لكل ضلع 
أمامي وحدتین ونطرح من كل ضلع عكسي وحدتين. بعد ذلك نقوم بزيادة قيمة ره 
بوحدنين كما فى الشكل (19,ة). 
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٦ 2‏ 
اس سے 10 7 ت 


شعل ۲85.۹۷ 


ا حظ الان أنه لا يوجد سلسلة بین المنبع وال قق الغر طؾ٢‏ و ؟: اڈا رقف 
وتكون قيمة التدفق الأعظم 7= ,4. 0 


- إلا 
الم غىة المخطية 
۱ 
۲۱٤‏ 


الفصل التاسع 


لشكل ٤(‏ 1 ,۹) 
م1 إلى الرالس رقم 5 قا 
۱ الراس «١‏ 





۲ ۵ جج اھ 1 ۶ 7 ۲ 
ل ۳ ١‏ : 


ا 
تین 1 





مسائل الشات ع ١‏ 


.51 احسب قيمة التدفق الأعظم في الشكل (۹:۱۷) من المنبع 50 إلى المصب‎ )۹,٤( 





(91.5) حسب قيمة التدفق الأعظم في الشكل (۹۰۱۸) من المنبع 50 إلى المصب 51 
بطريقتين مختلفتين بحیث تكون جميع المسارات في الطريقة الأولى أمامية : 
ويكون أحد المسارات على الأقل فی الطريقة الثانية عکسیا. 
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من العلوم الرياضية الحديثة الى نشأت في منتصف 
القرن خر وقد ساهم هذا العلم في تطوير الصناعة 2 
وواضح. 

ويعد هذا الكتاب من الكتب القليلة فى محال البرمحة الخطية» 
ويحتوي على معظم المواضيع ال يناقشها هذا الفرع اهام من فروع 
الرياضيات. وهو الآن كتاب مقرر في جامعة الملك سعود قى قسم 
الرياضيات لادة البربحة الخطية. كما يعد مرجعًا لبعض مواد ا ماجستیر 
والدكتوراه. 

من خلال هذا الكتاب سوف تتعرف على مفهوم البرمحة الخط 

يقة سهلة وسلسة. حيث يناقش الکتاب مبادئ البربحة الخطیة 
ووسيلة حل مسائل البربحة الخطية بأنواعها المختلفة مع إعطاء العديد 
من الأمثلة والمسائل المحلولة وغير المحلولة مما يتب 
التفكير والإبداع في حل المسائل. وقد اعتمد مت الكتاب طريقة 
الشرح من حلال المثال» وتعد هذه الطريقة من الطرائق المتميزة ف 

















